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Introduction

Motivation Dans de nombreuses applications, la formulation naturelle du pro-
bléme qu’on cherche & résoudre est un probléme d’optimisation :

— Dans la méthode des moindres carrés, on remplace un systéme linéaire Ax = b
surdéterminé et/ou n’ayant pas de solution (par exemple car certaines des
égalités se contredisent) par le probléme d’optimisation suivant :

min || Az — b]*. (1)
z€RN
Le minimiseur z* de ce probléme vérifie “au mieux” la famille d’équation Ax =
b. Au contraire, lorsqu'un systéme linéaire Az = b admet plusieurs solutions,
on peut en sélectionner une en considérant le probléme

: 2 _ N _
min |z||© K={zeR"|Az =101} (2)

Si z € RN représente un signal 1D échantilloné avec du bruit (Z; représentant
par exemple la mesure effectuée en un temps ¢;), on peut débruiter le signal en
considérant le probléme d’optimisation suivant, o A > 0 est un paramétre :

min o~ #1742 Y i — il ®)
veR 1<i<N—1

un compromis entre deux comportements : x* doit étre proche de Z (c’est le role
du premier terme |z — Z||? de la fonction optimisée) mais doit également étre
“régulier”, au sens ou deux valeurs successives x; et ;41 doivent étre proches
(second terme ) . ;41 — zi%).

En finance, on peut considérer le probléme de I'optimisation de portefeuille.
Etant donnés N actifs, il s’agit de déterminer le pourcentage x; > 0 du por-
tefeuille que l'on investit dans l'actif 7. Comme on souhaite investir 100%
du portefeuille, ce probléme d’optimisation est accompagné d’une contrainte
Y 1<i<n Ti = 1. On pourra donc considérer des problémes d’optimisation avec
contraintes de la forme

. N _ N . . .
I;élilf(l‘) ot A={zeR" |Viz; >0 et le—l}. (4)

La fonction f est typiquement de la forme f(z) = %\(c\x) — 7 + (2]Qx) :
¢ € RY représente le rendement des actifs et le premier terme cherche & fixer

3



TABLE DES MATIERES 4

le niveau de rendement (c[z) = ), ¢;z; & r. Le second terme de la fonction
(x|Qx) est une mesure de risque : () est une matrice symétrique mesurant
les corrélations entre actifs, et on cherche un investissement minimisant cette
corrélation.

— En apprentissage automatique (machine learning), de nombreux problémes
peuvent étre formulés comme des problémes d’optimisation. Nous verrons par
exemple des problémes de classification, que ’on résoudra par régression logis-
tique ou par machine & vecteurs support (support vector machine).

Pour plus d’exemple, on renvoie au livre de Boyd et Vanderberghe, qui est disponible
gratuitement (en anglais) en ligne : http://web.stanford.edu/ boyd/cvxbook/.

Problémes avec/sans contrainte On peut séparer les problémes en deux grandes
classes. Il y a d’une part les problémes d’optimisation sans contraintes, ot I’on cherche
4 minimiser une fonctionnelle sur R? ou sur son domaine de définition ouvert (les
problémes , et la régression logistique sont de ce type). D’autre part, les
problémes d’optimisation avec contraintes, ot ’on cherche 4 minimiser sur I’ensemble
des points de RN vérifiant un certain nombre de contraintes d’égalité ou d’inégalité
(les problémes , et les machines a vecteurs support sont de ce type).

Convexité Tout les algorithmes et exemples présentés dans ce cours relévent de
I’optimisation convexe, ot aussi bien la fonction optimisée que le domaine d’optimi-
sation sont supposés convexes. La raison fondamentale pour laquelle on se restreint
A ce cas est que pour les problémes d’optimisation convexe, un minimiseur local est
automatiquement minimiseur global.


http://web.stanford.edu/~boyd/cvxbook/

Chapitre 1

Existence, unicité, convexité

Contents
M1 EXISONCE . « v v o v e e e e e 6
(.2 Notions de calcul différentiell . . . . . . . ... ... ... ... .. 7
[1.3  Convexité et condition nécessaire et suffisante d’optimalité| . . . 8
[l.4 _Stricte convexité et unicité du minimiseur|. . . . . . . . . . .. .. 11

Dans cette premiére partie, on s’intéresse a un probléme de minimisation d’une
fonction f € C(RY) :

inf f(z) (P)

zcRd

Définition 1. On appelle :
(i) infimum ou valeur du probleme de (P) la valeur infga f.
(ii) minimiseur global (ou simplement minimiseur) de tout élément
r* € RY vérifiant f(z*) = infgs f. On note arg minga f 'ensemble des
minimiseurs de f (qui peut étre vide), i.e.

argmin f = {z € R" | f(z) = inf f}.

(iii) On appelle suite minimisante pour toute suite z(@, ..., z*®) .

d’éléments de R? telle que limg_, 4 o f(z®)) = inf,cga f().

Remarque 1. Il est possible que le probléme n’admette pas de minimiseur :
penser par exemple a f(z) = exp(z) sur R.

Lemme 1. [l existe une suite minimisante pour le probleme (P).

Démonstration. Par définition de I'infimum, pour tout k > 0, il existe un élément
z®) € R tel que infga f < f(z®) < infpa [+, soit limg 400 f(z®) =infga f. O
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1.1 Existence

Proposition 2. Soit f € CO(RY). On suppose de plus qu’il existe xg € RY
tel que le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(x0)} est compact. Alors le
probléme d’optimisation (]B admet un minimiseur global.

Démonstration. Si f(xg) = infra f on a déja l'existence d’un minimum, a savoir le
point xo lui-méme. On suppose donc maintenant que f(zo) > infga f. Soit (2*))x>g
une suite minimisante, qui vérifie donc limy_, o0 f(z®)) = infga f < f(20). Alors,
pour k suffisamment grand, on a f(z*®)) < f(z), soit ¥ € S. Comme 'ensemble S
est compact, on peut extraire une sous-suite (1‘("(1‘3))) k>0 qui converge vers un point
x> € S. Alors, par continuité de f et par définition d’une suite minimisante on a
f(2%°) = limy_s o0 f(27F)) = infpq £, et £°° minimise donc f sur RY. O

Corollaire 3. Soit f € C°(RY) vérifiant

lim f(z) = +o0,
[l]| =00

c’est-a-dire que
VLeR,IR >0 t.q. ||z > R= f(z) > L.

Alors (P) admet un minimiseur global.

Démonstration. Soit zg € R? quelconque et S = {z € R? | f(x) < f(x0)}. Pour mon-
trer 'existence d’un minimiseur, il suffit de démontrer que S est compact. L’ensemble
S est fermé comme sous-niveau d’une fonction continue. Supposons S non borné :
pour tout k, il existe alors z(¥) € S tel que Hx(k)H > gk. Ainsi, limg_, 4o ) = +o0
et f(x®)) < f(xp), contredisant I'hypothése. O

Corollaire 4. Soit f € C°(RY) et vérifiant la propriété suivante :
vz € R, f(z) > Cla + D,

ot C'>0,D R et p>0. Alors le probléeme admet un minimiseur.

Démonstration. Soit xg € R? quelconque et S = {x € R? | f(x) < f(z0)}. Pour
pouvoir appliquer le théoréme précédent, il suffit de démontrer que S est compact.
Comme on sait déja que S est fermé comme sous-niveau d’une fonction continue, il
suffit de démontrer que cet ensemble est borné. Or, pour tout = € S, on a

Clz|lP + D < f(z) < f(2©)
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soit ||lz||P < E = |f(m(0)) - D’ /C'. Ainsi, 'ensemble S est contenu dans la boule
centrée en 0 et de rayon ¢/E et est donc borné. ]

1.2 Notions de calcul différentiel

Définition 2 (Différentiabilité). Soit f: Q2 C V — W avec 2 ouvert. On dit
que f est différentiable en g € ) si et seulement si il existe une application
linéaire continue L € L(V, W) telle que

flwo+h) = f(wo)+L(h)+ of|])

L’application linéaire L est notée dy, f € L(V, W) et elle est dite différentielle
de f en xg

L’application f est alors C1(£2) si elle est différientable dans tout point 2 dans
et I'application
df = Q@ = (V,W), [+ llop)
Tog dxof

est continue.

Définition 3 (Dérivée directionnelle ). Soit f: Q C V — W avec Q2 ouvert,
xg € Q et h € V. Quand elle existe, la limite

L Flan+th) — fzo)
t—0 t

est appelée dérivée directionnelle de f dans la direction

Remarque 2. Si f est différentiable en xg alors elle admet une dérivée direc-
tionnelle dans toute direction h € V et

dy. F() = lim f(zo +tf;) — f(wo).

La réciproque n’est pas vraie en général! Par exemple

Lif g £0
f(@,y) = {y if z =0.
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Définition 4. Soit f € C'(R%). Soit (-, -) le produit scalaire usuel il existe un
unique vecteur de V', noté V f(xz¢) et appelé gradient de f en x, tel que

dey f(h) = (Vf(20), h) Vh € V.

Soit (e;)1<i<q la base canonique de RY, on a

oe; oe; e—0 €

Vi) = (52 on 5h@) = lim 2(f(e+ee) - f(o).

Dans la suite on prendra toujours V =R? et W = R.

Ezemple 1. Considérons f(z) = |lz||* sur R%. En développant le carré de la norme,
on obtient f(z +v) = ||lz||* + (22|v) + ||v]|>. On en déduit que Vf(z) = 2z, ce qui
est conforme avec le calcul.

On dit que f: Q CV — W est deux fois différentiable en xq si elle est différen-
tiable dans un voisinage de xg et df est différentiable en xy. On note cette dérivée
d2, qui est un élément de £(V, L(V,W)). En particulier on a que d2_ f(h,k) est la
dérivée directionnelle de z — d, f(h) dans la direction k.

Définition 5. Soit f € C%(Q), ot 2 C R est un ouvert. On appelle hessienne
de f en 2y € Q la matrice associée a la forme bilinéaire dZ, dans la base
canonique. En particulier

2 = 82f
D*f(=) = <8ei86j ($)> 1<ij<d

ot l'on a noté (e;)1<i<q la base canonique de R?. et ou

1.3 Convexité et condition nécessaire et suffisante
d’optimalité

1.3.1 Convexité

Définition 6. Une fonction f : R* — R est convere si

V(x7y) € Rd7Vt < [07 l]a f((l - t)x + ty) < (1 - t)f(x) +tf(y)'

Exercice 1. Soit f : R? — R une fonction convexe. Montrer que I’ensemble
{reR?| fx) <C}

est convexe quel que soit C'. En déduire que ’ensemble des minimiseurs de @ est
un ensemble convexe fermé (possiblement vide).



CHAPITRE 1. EXISTENCE, UNICITE, CONVEXITE 9

Proposition 5. Soit f € C(R?). Alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :
(i) f est convere sur R?,
(ii) Yx,y € R, la fonction g : t € [0,1] = f((1 —t)x + ty) est convexe.
(iii) Vz,y € RY, f(y) > f(z) + (y — 2|V f (),
() Yz,y € R (Vf(z) = Vf(y)lz —y) > 0.

Lemme 6. Soit f € CY(R?). Etant donnés x € Q et v € R?, on définit
xy =x +tv et g(t) = f(xy). Alors,

g'(t) = (VS (m)l). (1.1)

Démonstration de la proposition[3. (i)<=>(ii) conséquence directe de la définition.
(i4)==(iii). Soit z,y dans R% et g : t > f(2;) ot 2y = (1 — )z +tv = x + t(y — 2),
qui est convexe par hypothése. Par convexité, on a g(t) > g(0) + tg’(0), soit par le
lemme f(z) + (Vf(2)ly — 2)+ < f(y).
(i1 )==>(iv) 1l suffit de sommer l'inégalité (iii) et la méme inégalité ou l'on a inversé
le role de x et y.
(iv)=> (ii) Soit encore g : t — f(x;) otz = (1 —t)z + tv = x + t(y — x). Comme
g (t) = (Vf(z)|y — z), (lemme [6) Dinégalité (iv) appliquée en zs et z; (ot t > s)
nous donne

J(t) —g(s) = (V(ae) =V @o)ly —2) = ——(Vf(ar) = Vi (w,)|as —a.) > 0,

t—s

et ¢’ est donc croissante sur [0,1]. Ainsi, g est convexe. O

Lemme 7 (Taylor-Lagrange). Soit f € C2(R%), z,v € R? et 2, = x + tv.
Alors,

2
YVt >0,3s € [0,t], f(z) = f(x) +t{(Vf(x)v)+ %(DQf(l‘s)Uh)).

Lemme 8. Soit Q C R? ouvert, f € C2(Q), v € Q etv e R et g:t > f(xy)
oty = x + tv. Alors,

g"(t) = (D*f(ze)vlv). (1.2)

Démonstration. On fait le calcul en coordonnées, en notant (eg )y la base canonique :

g(t) = fla+ ) turer)
k

J(t) = Zvi% (a: + Ztvkek> = (Vf(x)|v)
i * k
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2
q'(t) = szivj% (m + Ztvk€k> = <D2f(xt)v\v> O
i 7o k

Proposition 9. Soit f € C?(RY). Si Vo € R D2f(z) = 0, alors f est
conveze.

Démonstration de la proposition[d Considérons z,y € Q et g(t) = f(x;) ou xp =
(1—t)z+ty. Alors, g"(t) = (D?f(z¢)(y — )|y — x) est positif par hypothése, de sorte
que par Taylor-Lagrange

2
9(1) = 9(0) + g'(0) + 59"(5) 2 9(0) + 4'(0).
soit f(y) > f(z) + (Vf(z)|ly — z). La proposition [5 montre que f est convexe. [

1.3.2 Condition nécessaire d’optimalité

Théoréme 10 (Fermat). Soit f € C*(R?), et z* un minimiseur de (P). Alors

Vf(x*) =0. (équation d’Euler )

Remarque 3. La contraposée est fausse : prendre f(z) = 2% sur @ = R : le
point 0 vérifie f/(0) = 0 mais n’est pas un minimiseur (méme local).

Démonstration. Si x* est un minimiseur de f sur €, on a pout tout € € R, f(z* +
ge;) > f(x*). Ainsi,

flx* +ee;) — f(z¥)

3

V0 < e < gg, > 0.

En passant a la limite, on obtient %(m*) > 0. De méme, en considérant le cas € < 0

fla* +eei) — f(a")

3

V—e9<e<0, <0

d’ott I'on tire en passant a la limite ngi(x*) <0, soit in fine %(x*) =0. O

1.3.3 Condition suffisante d’optimalité

Théoréme 11. Soit  C R? un ouvert convere et f € C(2) conveve. Alors
z* € Q est un minimiseur de (P) si et seulement si V f(z*) = 0.
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Démonstration. Le théoréme de Fermat nous donne déja le sens direct. Pour la réci-
proque, il suffit de remarquer que si V f(z*) = 0, la proposition précédente donne

Vy €, fy) = f(2") + (y — 2" [V[(2")) = fz),

de sorte que z* est bien un minimiseur de (P). O

1.4 Stricte convexité et unicité du minimiseur

Définition 7. Une fonction f : RY — R est strictement convexe si

Vo #y e REVE€]0,1], f(1—t)x+ty) < (1 —1t)f(z)+tf(y).

Proposition 12. Soit f : R — R strictement conveze. Alors f admet au
plus un minimiseur sur R,

Démonstration. Par 'absurde, supposons que f admette deux minimiseurs distincts
z* # y* € RY. Alors, par stricte convexité de la fonction f on a f(z*) < 1(f(z*) +
fy*) = f(z*),on z* = %(w* + "), contredisant I’hypothése que x* minimise f. [J

Remarque 4. Cette proposition ne dit rien de I'existence d’un minimiseur.




Chapitre 2

Descente de gradient a pas optimal

On souhaite résoudre numériquement le probléme de minimisation d’une fonction

f € CO(R?). Comme en général il n’est pas raisonnable d’espérer calculer de maniére
exacte un minimiseur ou méme la valeur de 'infimum du probléme @, on cherchera
a approcher. 1l s’agira de construire une suite (x(k))kzo de points vérifiant une des
deux propriétés suivantes :

(a) la suite z(¥) est minimisante pour ([P), i.e. limpy 100 f(®) = infga f.

(b) la suite z*) converge vers un minimiseur de f sur R%.
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a la construction de suites z(¥) vérifiant la
seconde propriété (qui est bien str plus forte que la premiére).

2.1 Méthode de descente

Vocabulaire On appelle méthode de descente un procédé algorithmique permet-
tant de construire itérativement une suite vérifiant l@] ou @ Typiquement, une
méthode de descente prend la forme suivante

d® = . direction de descente

tk) = . pas de descente
2B+ — (k) 4 (k) g(k)

Un tel algorithme est appelé méthode de descente si f(z*+1) < f(z(*)). Dans ce
cours, on considérera les possibilités suivantes :

(a) La direction de descente peut étre égale a l’'opposé du gradient, d®) = —Vf(a:(k)),
auquel cas on parle de méthode de descente de gradient. Lorsque f est C2, il
peut étre plus avantageux de choisir d*) = —D?f(z*))=1V f(2(*)), auquel cas
on parle de méthode de Newton.

(b) Le pas de descente peut étre choisi constant (t*) = 7), optimal (cf 2.1)), ou
obtenu par des constructions un peu plus complexes, permettant de garantir
la convergence de la méthode.

12
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Définition 8. Soit f € CO(R?). On appelle direction de descente en x € R?
tout vecteur v tel que 37 > 0,Vt € [0, 7], f(x + tv) < f(x).

Exercice 2. Si f € CH(R?) et (v|Vf(z)) < 0, alors v est une direction de descente.

Si f est différentiable en z, on a f(z+tv) = f(x)+t(V f(x)|v) +0o(t). On cherche
naturellement une direction de descente rendant le produit scalaire (V f(z)|v) le plus
petit possible, menant au choix de d*) = —V f(z*)) .

Lemme 13. Soit f € C'(R?) et zg € R Alors, min| =1 dzo f(v) =
— ||V f(zo)|| et si Vf(zg) # 0, lunique minimiseur est v
=V f(@o)/ IV f(o)]]-

Démonstration. On adg, f(v) = (V. f(zo)lv) > — ||V f(x0)| ||v]| par Cauchy-Schwarz,
avec égalité si et seulement si v est positivement homogéne & —V f(xg). Comme
[l =1, on av==Vf(z0)/|Vf(zo)ll O

2.2 Descente de gradient a pas optimal

Définition 9. Soit f € C'(R?). L’algorithme de descente de gradient a pas
optimal est donné par :

¥ = =V f(z®)
t®*) € arg min; f(x®) 4 td*)) (2.1)

Remarque 5. Par construction, les itérées vérifient

F@®+D) < f(2®)
(Vi*ED)ViE®) =o.

Pour la deuxiéme égalité, il suffit de remarquer que si on pose g(t) = f(z*) +
td®)), alors par définition de t(*),

g (t®) = 0= (Vf® + tWd®)|a®) = (v (™) v £ (V)).
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Remarque 6. Pour pouvoir mettre en ceuvre cet algorithme il faut pouvoir
calculer le pas optimal () & chaque itération, ce qui implique de résoudre un
probléme d’optimisation (sur R). Ceci n’est faisable de maniére exacte que
dans un nombre trés limité de cas. En général, on préférera d’autre méthode
de calcul du pas.

Ezemple 2. Soit f : x € RY — 2(Qz|z) + (b|z) ott Q est une matrice symétrique
définie positive. Alors f est strictement convexe et V f(x) = Qx + b. Soit z®) e RY,
d®) = —Vf(x®). Pour calculer le pas t!) € R, on cherche le minimum de g :
t € R f(z;) ou zy = ) + td®). La fonction g est convexe et atteint donc son
minimum en P'unique point ) vérifiant ¢’ (t*)) = 0. Or, ¢/(t) = (V f(x¢)|d®)), soit
g (t*) =0 = Q@™ +t™d®) 4 pd™) =0
— tF Q™ |d*)y — (d®)|qR)y = 0.

Ainsi, t*) = (d®|d®) /(Qd*)|d*)). En résumé, dans le cas d’une fonction f de la
forme considérée, ’algorithme de descente de gradient a pas optimal s’écrit

d*) = —(Qz® +b)

dk) | q(k)

k1) — 2(k) o ¢(F) g(k)
On suppose dans la suite que I’ensemble
S={zeR?| f(z) < f(x®)} est compact, (2.3)

ce qui garantit (proposition [2) 'existence d’un minimiseur de f sur €.

Lemme 14. Sous Uhypothese ([2.3)), le minimum dans la définition du pas est
atteint.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer que la fonction g : t +— f(:c(k) + td(k)) atteint
son minimum. On suppose que d®) est non nul : sinon g est constante et atteint
évidemment son minimum. Grace & la proposition [2] il suffit de montrer que le
sous-niveau S, := {t € R | g(t) < f(z*))} est compact. Ce sous-niveau est fermé
comme image inverse du fermé | — oo, f(z(*))] par la fonction continue g. Montrons
maintenant que Sy est borné. Pour cela, nous utilisons I’hypothése que S est compact
donc borné : 3R > 0,Vz € S, ||lz]| < R. Sit € Sy, alors z*) +td*) € S, de sorte que

Hm(k) +td(k)H <R

soit
R+ [«
dk) '
Ainsi Sy est compact et par la proposition [2, g atteint son minimum sur R. L]

1] <
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Théoréme 15. Soit f € C?(RY) vérifiant
(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(x()} est compact.
(is) IM > 0, Vx € S, D2 f(x) < M1d,

(iii) f est strictement conveze,

Alors les itérées de l'algorithme (2.1) convergent vers l'unique minimiseur
global de f sur Q.

On utilisera la proposition suivante :

Proposition 16. Soit (xj)r>1 une suite bornée de R? admettant une unique
valeur d’adhérence . Alors, limy_, o0 T = T.

a. On rappelle que T est valeur d’adhérence de la suite (zx)r>1 si et seulement si il
existe une suite extraite (T, (x))r>1 dont la limite est z

Démonstration du théoreme[15. Soit k > 1 et g(t) = f(a® 4 td®) = f(a® —
tV f(x*))). Par définition du pas optimal t*) on a

f(x(k+1)) _ mtinf(x(k) 4 td(k)) = mtin g(t),

et nous allons utiliser un développement de Taylor pour estimer le minimum de g.
Par le lemme E, et en posant z; = ) + td*) on a

g (t) = (Vf(x)ld®),  g"(t) = (D f(x,)d®)|d™).

Soit 0 = {t € R | 2y € S} et t € 0. Par Taylor-Lagrange, pour tout ¢ € o, il existe
s € [0,1] tel que g(t) = ¢g(0) + t¢'(0) + %g”(s). Ainsi,

2
9(t) = 9(0) +19/(0) + g (s)

2
= F@®) — ||V ra®)|| + 5027 V)7 )

Comme s € [0, ], alors s = vyt avec vy € [0, 1] de sorte que f(zs) = f((1—7)xo+yxs) <
f(sc(o)). Ainsi, xs € S. Par hypothése, on a donc D?f(zs) < Mid, ce qui donne en
utilisant (ii)

o< (L) o]

Le minimum de ce second membre est atteint en ¢ = 1/M et on a donc

)
2M
de sorte que )

|V £ < 2M (@ ®) - D)), (2.4)
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Ainsi, pour tout K >0 on a

> [vra®)| < 2m(5©@) - £5) < 20(5@®) in 1),
0<k<K R
I

La série de terme général HV f (a:(k)) est donc convergente, d’ott 'on déduit que

limygs oo | V£ (2*)]| = 0.

Montrons enfin que limg_, 1 +®) = z* on z* est Punique minimum de f sur
R?, 1'unicité provenant de la stricte convexité de f et de la proposition Comme
f(z®) < f(2(9), le point z*) appartient a S, qui est par hypothése compact donc
borné. Pour montrer que la suite (%) converge vers z*, il suffit par la proposition
de démontrer qu’elle admet z* pour seule valeur d’adhérence. Soit donc (7)) une
sous-suite convergeant vers une valeur d’adhérence z € S. Alors, comme f € C!(R9),
VF(z) = limg_s 00 VF(2(@®)) = 0. Par convexité (théoréme , on sait que T est
un minimiseur de f sur R%. Par unicité du minimiseur, on en déduit que z = z*. [



Chapitre 3

Descente de gradient a pas
optimal 11

3.1 Forte convexité et stabilité du minimum

Motivation. Soit f € CO(R?) atteignant son minimum z* sur R?. On a vu dans la
proposition |[12|que si f est strictement convexe, alors f admet au plus un minimiseur
2*. Une maniére de reformuler cette propriété est la suivante :

flx) < fa7) = 2z =2

En pratique, nos algorithmes sont incapables de calculer * mais permettent au mieux
de calculer une suite z(® tel que f(x*)) < f(z*)+ep, ot limy_s o0 £ = 0. On aimerait
pouvoir en déduire que z*) est “proche” de la solution z*, i.e. Hx(k) — ac*H < Cey
pour un certain exposant a > 0 et une constante C' > 0. Nous verrons qu’une telle
inégalité est vraie pour o = % si la fonction f est fortement conveze.

Définition 10. Un sous-ensemble X de R? est dit conveze s’il contient tout
segment reliant deux de ses points, c’est-a-dire :

V(z,y) € X,Vt € [0,1], (1 —t)x +ty € X.

Définition 11. Une fonction f : R? — R est dite m-fortement conveze sur
un ensemble convexe X C R?, ot m > 0, si la fonction f— 2 ||-|I* est convexe.

Exercice 3. Si f est m-fortement convexe, alors elle est aussi strictement convexe.

17
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Proposition 17. Soit f € CY(R?) et X C R? convere. Alors les implications
suivantes sont vraies (i)= (1)< (iii)<=(iv), ol
(i) f €C?(RY) etVz € X, D f(z) = mld;
(ii) f est m-fortement convexe sur X ;
(i) Yo,y € X, f(y) 2 f(2) +(Vf(@)ly —2) + F e~y
(iv) Yo,y € X, (Vf(y) = VI(@)ly—=z) >m |z —y|

Démonstration. La fonction f est m-fortement convexe si et seulement si la fonction
g=f—-% |||* est convexe. L’équivalence est s’obtient et utilisant les proposition
[9] pour caractériser la convexité de g. O

Ezemple 3. La fonction f : ¢t — exp(t) n’est pas fortement convexe sur R, mais
elle est m-fortement convexe sur tout segment [a,b] pour m = minse, ) exp(t). De
méme, fonction ¢ — t* n’est pas fortement convexe sur R mais est fortement convexe
sur tout segment ne contenant pas l’origine.

Corollaire 18. Soit f € C'(RY) admettant un minimiseur x* € R On
suppose que f est m-fortement convexe sur un ensemble convexe S contenant
x*. Alors, pour tout x € S,

(i) |lo = 2*|* < Z(f(x) - f(2"))

(it) ||z — 2*|| < 7 IVf (@)l
(iii) f(z) = f(@*) < 5 VS (@)

Remarque 7. Le point (i) montre immédiatement qu’il n’existe pas d’autre
minimiseur de f dans S : si x est un autre minimiseur, on a f(z) = f(z*), de
sorte que par (i), = z*. Mais il faut surtout retenir que si = est “presqu’un
minimiseur”, au sens o f(z) < f(«*) + ¢, alors = est “proche” du minimiseur
x*, plus précisément ||z — z*|| < y/2e/m. On tire des conclusions similaires
du point (ii) : si la condition d’optimalité (V f(z*) = 0) est “presque vérifiée”,
ie. si ||V f(z)]| < e est petit, alors || — z*|| < e/m.

244 nest
m

Ezemple 4. Pour f(t) = t*, on a 2* = 0 et l'inégalité (i), qui s’écrit 2 <
vraie pour aucun m > 0.

Démonstration. (i) est une conséquence immédiate de la formulation équivalente de
la forte convexité donnée dans la proposition [17}(ii) :

F@) 2 f@) + (a =2 V@) + 5 e 'l = @) + 5 =],

ot 'on a utilisé V f(2*) = 0 par optimalité de z*. (ii) s’obtient de la méme maniére,
en utilisant proposition [17} (ii).
(iii) Par l'inégalité (ii) de la proposition on a pour tout z,y € S

) = Q(w,y) == f(2) + (y = 2l VF (@) + 5 ly = all”-
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Ainsi, f(y) > inf, g(2) ou g(2) = Q(z,2). Comme g est convexe sur R?, son unique
minimiseur z* est solution de 1’équation

Vg(=) = 0= V() + m(z* — ),

c’est-a-dire que z* = x — %V f(x). Ainsi, nous venons de démontrer que

i} 1 m| 1 2 1
Yy € 8. f(y) 2 9(2") = flo)=— IVf@)I"+5 || V@) = f@)-5 - V).
m 2 2m
En prenant y = z* dans I'inégalité précédente, on obtient le résultat voulu. O

3.2 Vitesse de convergence du gradient & pas optimal

Définition 12 (Convergence linéaire). Soit (ux)r>0 une suite de limite u*.
La suite (uy) converge linéairement vers u* s'il existe 0 < kK < 1 et kg € N
telle que

VE 2 ko, lug+1 — w'|| < K flug — u|

Théoréme 19. Soit f € C?(RY) vérifiant
(i) le sous-niveau S = {x € R* | f(z) < f(z(©)} est compact.
(is) M, Yz € S, D?f(z) < M1d,
(i5i) Im > 0, Vo € S, D?f(z) = mld,
Alors les itérées de [’algorithme convergent vers l'unique minimiseur
global de f sur RY, et de plus, en posant c = M/m,

F) — @) < (1-1) (1e®) - 7). (3.1)

Cc

Remarque 8. En d’autres termes, (f(z(®)));>o converge linéairement vers

f(@®).
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Remarque 9. Si une fonction f € C%(R?), vérifie mId < D?f(x) < MId, on
pourra dira que le conditionnement de f est majoré par ¢ = % L’inéga-
lité montre que cette quantité est cruciale pour comprendre la vitesse
de convergence de ’algorithme de descente de gradient. Par exemple, si I'on
souhaite estimer f(z*) a e > 0 prés, d’aprés I'inégalité , il suffit d’inter-
rompre l'algorithme de descente de gradient a pas optimal aprés k itérations
ol

(1- 1)k (F@) - f) <,

c

soit
log (f(ﬂc(o));f(w(*))

log (ﬁ)

Ainsi, dans le cas ¢ > 1, le nombre d’itération est proportionnel au condition-
nement !

k>

&

o ol (f(m(o)) _ f(:):(*))>

Démonstration du théoréme[19. Le corollaire nous donne
1 2
kY _ flo*) < (k) H .
f@h) = @) < 5= | V™)
En combinant avec I'inégalité (2.4)), on obtient
2
2m(f(ah) = () < |V )| < 20007 @®) = p®)),

de sorte qu’en posant ¢ = M/m, on obtient bien I'inégalité voulue. O

3.3 Une condition suffisante pour la forte convexité

Proposition 20. Soit f € C2(R%) et S C RY compact tel que Y € S, D?f(x)
est définie positive. Alors AM > m > 0 tels que

Vz € S;mld < D?f(x) < MId.

Démonstration. L'ensemble K = {(z,v) € S x R? | |jv|| = 1} est compact comme
fermé borné. La fonction (z,v) € K + (D?f(z)v|v) est continue. Elle es donc bornée
sur K et atteint ses bornes : ainsi

Y(z,v) € K,m < (D?f(x)v|v) < M,

et il existe (Zy,vm) € K tels que m = (D?f(2mm)Vm|vm) > 0 par hypothéses et

comme vy # 0 (car ||vg|| = 1). On en déduit I'inégalité voulue en remarquant que
w o w
Yw € RY, (D?f (z)w|w) = (D f (&) | o) ],
[[w]] " [w]]

de sorte que m ||w||? < (D?f(x)w|w) < M ||w||* comme souhaité. O
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Cette proposition permet d’énoncer une variante non-quantitative du théoréme

Corollaire 21. Soit f € C3(R?) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(2) < f(z@)} est compact,

(i) Yz € S, D?f(z) est définie positive.
Alors les itérées de lalgorithme (2.1) convergent vers 'unique minimiseur
global z* de f sur R%, et de plus (f(z™)))r>0 converge linéairement vers f(x*).




Chapitre 4

Descente de gradient
préconditionné a rebroussement

Une des objections & 'algorithme de descente de gradient & pas optimal est le
calcul du pas demande de résoudre un probléme d’optimisation 1D a chaque itération.
Nous verrons dans ce chapitre une maniére simple de choisir le pas qui donne les
méme garanties de convergence. Nous allons également un peu relaxer ’hypothése
que d¥) = —Vf(z®) afin de préparer le terrain a l'analyse de I'algorithme de
Newton dans le chapitre suivant. Nous supposerons donc que la direction de descente
est définie de la maniére suivante, oit B%*) est une matrice symétrique définie positive

d® = —BWv f(2H) (4.1)

Le fait que B*) est définie positive garantit que (d®|V f(2(®)) < 0, ¢’est-a-dire que
d®) est bien une direction de descente.

Remarque 10. Une méthode de descente ou la direction d®) est définie par
la relation (4.1) est souvent appelé descente de gradient préconditionné, et la
matrice B*) est appelée préconditionneur.

4.1 Choix du pas par rebroussement

4.1.1 Rebroussement naif

Comme nous souhaitons construire une méthode de descente, il serait assez na-
turel de considérer le pas suivant,

t®) —max{t >0 e N, t =2 et f(z® +td®) < f(=®)}.

Autrement dit étant donné ), d¥) on teste les pas de 1, %, %, el % et on s’arréte

dés que que la condition de descente f(z®) + 2-¢d*)) < f(x(*)) est satisfaite. Cet
algorithme, assez naturel, est en fait non-convergent en général. Considérons f(z) =
22 sur R et 200 =1, d®) = — ' (z®)) = —22(*)_ Alors le pas t*) = 1 est admissible
et on obtient donc z(*) = —1)* qui ne converge pas vers le minimum de f.

22
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4.1.2 Rebroussement d’Armijo

L’idée est de renforcer la condition de descente f(z®) +t*)d*)) < f(z*)) par la
condition plus forte (4.2)) appellée “condition d’Armijo” :

Lemme 22. Soit f € C}(R?), v € R? tel que (Vf(z)|v) <0, et 0 < a < 3
Alors, il existe tg > 0 tel que Yt € [0, o],

flz +tv) < fz) + at(V f(2)]v). (4.2)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de I'égalité

flxz+tv) = f(x) + at(Vf(z)lv) + (1 — a)t(Vf(x)lv) + o(t). O

Définition 13 (Pas d’Armijo). Soit f € C*(R%). Etant donné 2(®), d¥) on
appellera pas d’Armijo de paramétres 0 < a < % et 0 < B < 1 le pas t(®)
défini par

t®) = max{t |¢ € N,t = ¢,

F@® +d®) < f(@®) +ta(Vf(@®)dP)} -

Remarque 11. En d’autres termes, le pas d’Armijo peut étre calculé par la
procédure

pas_armijo(z®, d®)
t+1
tant que f(z® +td®) > f(x®)) + ta(V f(2®)]d®) :
t <+ Bt

retourner t

Définition 14 (Méthode de descente avec pas d’Armijo). On appelle algo-
rithme de descente de gradient préconditionné la méthode itérative suivante,
ot pour tout k € N, B*®) = AK®) AK) et AK) est une matrices symétriques
définies positives :

d® = —BR)V £ (k)

t*) = donné par (4.3)

2B = (k) 4 ¢(B) g(k)
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4.2 Convergence de l’algorithme de descente de gradient
préconditionné a rebroussement

Théoréme 23. Soit Q C R? un ouvert convexe et f € C?(Q) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € Q| f(z) < f(# D)} est compact.

(i) 30 <A< A, Vz e §,Vk e N, M\ld < ARD2f(z)A®) < Ald,
Alors les itérées %) de Ualgorithme de descente avec pas d’Armijo (Déf. @
convergent vers l'unique minimiseur global de f sur Q, et de plus, en posant

¢ =2aAmin(l, B/A),

FE) - £ < (1 - o) (£®) - £(24). (4.4)

Remarque 12. Cette analyse suggére une maniére simple d’améliorer ’algo-
rithme de descente de gradient : il suffit de choisir B®*) tel que le conditionne-
ment A/ soit aussi proche de 1 que possible. Dans le cas f(x1,22) = Kx3+a3,
dont la hessienne est H = diag(K,1) (constante), I'idéal est bien str de
prendre B = A% ou A = diag(K~1/2,1), soit B = H~!. Plus généralement, le
choix B®) = D2 f(2(*))~1 est souvent judicieux : il donne ce qu’on appelle la
“méthode de Newton”.

Lemme 24. Soit f € C2(Q) et B®) = (A®)?2 telles que que
ve e S, AND?f(z)A® < Ald.

Alors, le pas d’Armijo défini par (4.3)) vérifie
18 > min (1,2
> min ( X

Remarque 13. Cette inégalité permet de dire que ’algorithme pas_armijo
calculant le pas d’Armijo termine dés que B¥ < B/A. En d’autres termes,
le nombre d’itération de l'algorithme de recherche du pas est au plus

log(A/B)/log(1/B).

Démonstration. Etant donné t € R, on pose z; = z®) +td*). Si t est tel que 2, € S,
alors le segment [zg, x| est inclus dans S et on montre donc comme dans la preuve
du théoréme [15] que

@) = £ + 1V 7)) + (D2 )a®]a®)
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Par (£1)), on a d® = —B®V f(2®)) = — A2V f(z®) ot on a noté 4 = A®). Ainsi,
(D?f(5)dM[d*)) = (D? f(2,) AV f(2)|A*V f (M)

= (ADf(2) A(AV f (2"))| AV f (=)

< A[[AVS®)|" = AV AT £O)) = (75 E0)1a)
de sorte que

Flaw) < F@®) + (1 - SOHTF D)D),
Ainsi, la condition d’Armijo
flae) < @) + at(Vf(z™)|a®)

est vérifiée dés que 1 — %t > «a. Comme a < %, il suffit pour cela que t < A. [

Lemme 25. Soit X C Q C R? avec X conveze et Q ouvert. Soit f € C%(Q) et
A une matrice symétrique définie positive vérifiant Vo € X, AD? f(z)A > Md.
Alors

2A(f(z) — f(z*)) < [[AVf ()|

Démonstration. On considére g(y) = f(Ay). Alors Vg(y) = AV f(Ay) et D?g(y) =
AD?f(Ay)A. On a supposé AD?f(x)A > Md, et par le corollaire on a

2X\(9(y) — 9(v")) < IVg)II*,
ou y* = A~'z*. Ainsi, en posant y = A=z, 2X(f(x) — f(z*)) < |[AVf(2)|>. O

Démonstration du théoréeme[23. Par définition du pas d’Armijo, on sait que

F@¥D) < £@®) +at® (9 f(a)]a®)
= 1) = at®N(V (@O BOV f(a)
= f(z®) — at® (AP T £ (2*)) AR f (1)
< fla®) —¢ HA('“)Vf(:r(k))HQ ot & = amin(1, B/A)

ot on a utilisé le lemme [24| pour minorer ¢(*). En combinant avec le lemme précédent
on obtient

F@®) < f@®) —2Xe(f(a*) — f(2*))
F@®) — f@*) < 1= o)(f(a®) — f(z")) ott ¢ = 2)e. 0



Chapitre 5

Méthode de Newton

5.1 Méthode de Newton pure

5.1.1 Construction des itérées

Soit f € C%(R?), vérifiant Vo € RY D?f(z) = 0. La méthode de Newton est
une méthode itérative, qui repose sur le développement de Taylor & 'ordre 2 de la
fonction au point courant 2 : f(z®) 4+ d) = g(d) + o(]|d||*) o

9(d) = (@) + (dV (@) + (D2 (@P)d|a).

[\

Comme par hypothése D? f (m(k)) > 0, la fonction g est strictement convexe et admet
un unique minimum, que l’on notera d*). Ce minimum vérifie

Vg(d®¥) = Df(*)d® + 7 f(al) =0,

soit d®) = —[D2f (2] 71V f(x*)). On arrive a la définition suivante :

Définition 15. Les itérées de la méthode de Newton pure sont données par

4 = —[D2f(a)] 1V f(2¥)
21— ) | 4(R) (o)

Le terme “pur” fait référence au choix du pas t®) = 1, par opposition a la méthode
de Newton amortie, introduite dans

Remarque 14. La direction d® est appelée direction de New-
ton. Il s’agit dune direction de descente si car (Vf(z®)d®) =
(V") D2f (") V f(z®))) > 0, mais en général il est possible que
f(z® D) £ f(2®). La méthode de Newton pure n’est donc pas une méthode
de descente.

26
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Remarque 15. Dans le cas d = 1. Posons h(z) = f/(z). La méthode de Newton
s’écrit alors sous la forme

2D = g ®) _ (5 R)) /()Y = ) _ (R g (280

On reconnait alors la méthode de Newton “classique” permettant de trouver
un zéro de la fonction h = f’, ce qui revient dans ce cas a trouver un minimum
de la fonction convexe f.

5.1.2 Convergence quadratique locale

Définition 16 (Convergence quadratique). Soit (ug)r>p une suite de limite
u*. La suite (uy) converge quadratiquement vers u* s’il existe v > 0 telle que

g — || < flug — )7

Théoréme 26. Soit f € C3(RY) vérifiant

(i) f admet un minimiseur x* sur R ;

(i) Vo € R?, D2 f(z) = 0.
Alors, il existe r > 0 tel que pour tout () € B(z*,r), la suite (a:(k)) construite
par la méthode de Newton pure est définie pour tout k > 0 et converge qua-
dratiquement vers x*.

Remarque 16. Soit e = 7y Hm(k) —z* H, ou + est la constante dans la définition
de convergence quadratique. Alors, e 41 < 8%, de sortek que € < 8(2)k. Ainsi, si
I'on souhaite une erreur g, < n = 1071, il suffit que e2° < 7 soit 2F log,(g0) <
logy(n). Ainsi, si ¢ = 1/2 et en prenant la minoration 7 > 2759 il suffit que
2k > 50, soit k = 6.

Démonstration. Soit z* 'unique minimiseur de f sur R% et R > 0. Comme f est de
classe C3, il existe une constante L telle que Vz, 2’ € KNB(z*, R), ||D?f(x) — Df(2/)|| <
Lz —2a'||. Soit € K et xy = (1 — t)z* + to = 2* + t(z — 2*). Alors,

1
V@)= V(") + /0 D2 () (x — o)t
1
— D2f(x)(x — ) + /0 (D?f (1) — Df(2)) (2 — 2™)dt
=D%f(z)(z — 2*) + R(z,z*)

ou

1
* * L * (|2
IR a)| < Ll =] [l =a] at = 5 o =]
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On considére maintenant I’application N : z € R? s . —D?f(x) "'V f(x). Les itérées
de Palgorithme de Newton vérifient z(++1) = N(a:(k)). On a de plus pour tout = € K,

IN(z) = 2*|| = [Jo = D*f(2) 'V f(2) —2*|| < [[D*f(2) ]| [ R(z, 2")|* < % lz —2*|1*.

Pour que l'algorithme de Newton soit bien défini, on chercher 0 < r < R telle que
N(B(z*,r)) C B(z*, min(r, R)). Pour cela, il suffit que 5=r? < min(r, R), et on peut
donc prendre r < min(2m/L,\/2mR/L).

Si 20 € B(z*,7), on a alors (1) = N (2(9)) € B(x*,r), et par récurrence la suite
des itérées (%) est bien définie pour tout k € N. De plus, on a bien

2

HI(HI) _ <L wa) o
2m

= HN(x(k)) —

. . L k

Soit g, = % Hw(k) — .CC*H, de sorte que €11 < Ei solt par récurrence g, < 8(2) .
De plus, comme r < 2m/L, on a g9 < 1, de sorte que limy_, o, ex = 0. Ceci prouve
la convergence quadratique de la suite z®) vers z*. ]

5.1.3 Invariance par reparamétrisation affine

Un autre avantage de la méthode de Newton que contrairement & la méthode
de descente de gradient, elle est invariante par reparamétrisation affine (c’est-a-dire
qu’elle ne dépend pas de la base choisie pour I’espace).

Proposition 27. Soit f : R? — R, A une matrice carrée inversible et g :
AT1Q — R? définie par g(y) = f(Ay) . Soient maintenant

y* ) = y®) — D?g(y™)"1vg(y™)
70 = Ay®).,

Si lon suppose de plus que 0 = 7O alors Vk € N, #F) = z(*)

Démonstration. Calculons d’abord le gradient et la hessienne de g, en les identifiants
dans le développement de Taylor a ’ordre 2 :

9(y+v) = f(Aly +v)) = f(Ay) + (Vf(Ay)[Av) + %<D2f(Ay)Av!Av> +o(||Av]*)
= g(y) + (ATVf(Ay)v) + %(ATD2f(Ay)Av|v> +o(|Jol*)

On trouve donc Vg(y) = ATV f(Ay) et D%g(y) = ATD?f(Ay)A, ce qui donne

y D = 4B - D2g(y M) 1w g(y™*)
=y — (ATD2(4y M) A) L ATV £ (4y )
=y = ATID? F(Ay®) IV £ (AyY)



CHAPITRE 5. METHODE DE NEWTON 29

Ainsi, en multipliant cette égalité par A on obtient

gk = ) _ D2 p(zR =1y r(z0),

5.1.4 Non-convergence globale

Dans ce paragraphe, nous construisons un exemple explicite de fonction pour
laquelle la méthode de Newton “pure” ne converge pas pour tout 2. Considérons

f:xe€Rw— Va2 + 1. Alors,

T ,, _ 1

iz O e

de sorte que f est convexe et méme ————-fortement convexe sur l'intervalle [—r, 7).
VrZ4+1 /

fl(a) =

L’unique minimiseur de f sur R est z* = 0.
Calculons maintenant les itérées de la méthode de Newton : d(*) est définie par
I’équation
1@ @) = (@),
d®) = z®) (z*)2 1 1)

Ainsi, l'itérée 2511 est définie par

2D — ) 4 gh) — (5 ()3

La suite () définie par cette relation peut avoir trois comportements. Si ‘x(0)| <1,

alors la suite z(%)

converge vers 0 = z* (avec une vitesse cubique!). Si !aj(o)‘ > 0,
alors la suite (’x(k)b tend vers 400, la encore tres vite. Si |$(k)| = 1, la suite est

stationnaire en 1 # z* (si (%) = 1) ou alterne entre les deux valeurs +1.

5.2 Méthode de Newton amortie

Nous allons voir dans cette partie qu'une modification simple la méthode de
Newton pure permet de la rendre globalement convergence.

Définition 17. On appelle algorithme Newton amortie la méthode itérative

d® = —D?f(z(®) "1V f(z®)
k) — pasiarmijo(x(k), d(k))
2®) = (k) 4 (k) g(k) .

ou pas_armijo a été défini dans le chapitre précédent.

La méthode de Newton amortie est un cas particuler d’algorithme de descente de
gradient préconditionné, ot I’on a choisi comme préconditionneur Bk = D2 f (x(k)).
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Théoréme 28. Soit f € C3(RY) vérifiant

(i) le sous-niveau S = {x € R? | f(z) < f(x()} est compact.

(i) Yz € S, D?f(z) = 0.
Alors les itérées 'F) de la méthode de Newton amortie convergent vers l'unique
minimiseur global de x* de f sur R%. En outre, il existe kg € N et une
constante v > 0 tel que vy kao = 90*” <1et

2
zF —

Vk > ko, ka“ @

Remarque 17. Un intérét pratique de cet algorithme est que le choix de ¢t(*)
par rebroussement d’Armijo permet de “automatiquement” de passer d’un
régime ou la convergence est linéaire (k < ko), et expliquée par I'analyse de
la méthode de gradient préconditionnée et un second régime (k > ko) ou on
observe une convergence quadratique.

La preuve du théoréme se fait en deux étapes. Le lemme suivant permet de
vérifier les hypothéses du théoréme sur la convergence des méthodes de gradient
préconditionné. On obtient alors que limg 400 & k) = g*,

Lemme 29. Pour tout k € N, il existe une matrice symétrique A% = 0 telle
que (A(k))2 = B®). De plus, il existe 0 < A < A tels que

VEeN,VzeS, AMd<APDZf(z)A® < Ald

Démonstration. Etant donné k € N, on définit B®) = D2f(z) = 0. Il existe donc
une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = diag(A1,...,\q) telle que
B®) = PTDP. La matrice A®) = PT diag()\, 1/2
positive et vérifie (A%)2 = B De plus,

. )\1/ )P est symétrique définie

(A(k)DQf(x)A(k)v|v> — <D2f($)A(k)U’A(k)v>.

Or, d’apreés la proposition nous savons qu’il existe 0 < m < M tels que Vx €
S, mld < D?f(z) < MId, de sorte que

m HA<k>UH2 < (ADD2f(2) AWy} < M HM%H?

Or,
[4®0]|" = (4®014®0) = (4B 20]0) = (D2 (@)oo,

d’ou
m? |Jv]|* < (A®ID?f(2) APv|v) < M ||v]*.

et on peut donc prendre A = m?, A = M?2. ]
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On montre ensuite que pour k£ > 1, on a nécessairement tk) = 1, de sorte que
les itérées de la méthode de Newton amortie coincident alors avec celles de Newton
pure pour k > 1. Par le théoréme nous aurons donc démontré le résultat de
convergence quadratique.

Lemme 30. Il eziste ko € N tel que Vk > ko, t*) = 1.

Démonstration. Admis. O



Chapitre 6

Projection et gradient projeté

On s’intéresse désormais a des problémes d’optimisation sous contraintes :

min f() (6.1)

ot K C R% est un ensemble convexe fermé et f : R — R est convexe.

Dans le cas de l'optimisation sous contrainte (K fermé),
x* e argm}%nf #= Vf(z*) = 0.
Ezemple 5. K = [1,2] CR et f(x) = 2%. Le minimum de f sur [1,2] est atteint

au point x* = 1, mais évidemment f’(z*) =2 # 0.

Pour pouvoir écrire des algorithmes d’optimisation, il faut d’abord com-
prendre la conditions d’optimalité.

Proposition 31 (Existence). Le probleme d’optimisation sous contraintes
admet une solution si une des conditions suivantes est vérifice :

(i) K est compact, non vide, et f est continue ;

(ii) K est fermé, non vide, f est continue et lim, 100 f(2) = +00;

Proposition 32 (Unicité). Si la fonction f est strictement convexe et si

l’ensemble K est convexe, alors le probleme d’optimisation sous contraintes
(6.1) admet au plus une solution.

32
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6.1 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 33 (Caractérisation de la projection). Soit K C RY convere
fermé, non vide. Alors, pour tout point x € RY, le probleme de minimisa-
tion
: 2
min ||g — x 6.2
i g - (62

admet un unique minimiseur p. De plus, p est caractérisé par la condition

pe K etVge K,{(x—plp—q) >0. (6.3)

Définition 18 (Projection). Soit K C R? convexe fermé non vide et = € R?.
L’unique minimiseur de (6.2)) est appelé projection de x sur K et noté px(x).

Démonstration du théoréme[33. Soit f(q) = ||z — QH2, qui est convexe. Montrons que
si p est un minimiseur de (6.2)), alors p vérifie (6.3)). Soit ¢ € K et ¢ = (1 —t)p + tq
pour t € [0,1]. Par convexité, ¢; € K. De plus, comme p est un minimiseur de f sur

K, ona f(g) > f(p), ce qui implique

fla) = f(p)

VO <t <1, ;

> 0= (Vf(p)lg —p) =2(p —zlg —p) 2 0.
Réciproquement, considérons un point p vérifiant (6.3). Par convexité de f, on a

Vg€ K, f(q) > f(p) + (¢ —pIVf(p) = f(p) +2(¢—plp—2) > f(p)
>0

Ainsi, p minimise f sur K et est donc un minimiseur de (6.2]). O

Corollaire 34. Soit K C R? conveze fermé non vide et z,y € R%. Alors,
(2) (@ — ylpx(z) — pr(y)) > llpx(z) — P ()|
(it) |px(z) —pr W) < llz -yl

Démonstration. Par le théoréme précédent, avec p = px(x) et ¢ = px(y) on a
(r — pr(2)|pr () — P (y)) = 0.
En inversant les roles, on obtient

(y —px(y)|lpk (v) — pr(x)) > 0.

En sommant ces deux inégalités on obtient (i). Le point (ii) s’obtient a partir de (i)
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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Ezemple 6. Soit e € R? non nul et K = {\e | A € R}. Alors,
{z]e)

pi(z) = €.
ell

Ezemple 7. Soit K = {x € R? | Az = b} et x € R%. Par (6.3), la projection de x sur
K est caractérisée par

p=pig(r)<—=peKetVge K,(x—plp—q) >0<=pec K et Vv € KerA, (x — plv) =0
—pecKetz—pe (Kerd) .

de plus, (KerA)* = ImA” car

v € KerA <= Yw, (Av|w) =0
— Yuw, (w|ATw) =0

— v e (ImAT)L,

d’ott 'on déduit KerA = (ImAT)* soit (Kerd): = ImAT.

Proposition 35. Si KerAT = {0} et K = {x | Ax = b}, alors

pi(z) =z — AT(AAT)_l(A:U —b).

Démonstration. Par la caractérisation précédente, p = px () si et seulement sip € K
et si  —p € ImAT, cest-a-dire s'il existe w tel que p = z — ATw et Ap = b. Le
vecteur w est donc caractérisé par

Alx — ATYyw =b, ie AATw = Az —1b,
soit w = (AAT)~1(Ax — b). Ceci donne la formule souhaitée pour p. O

Ezemple 8. Soit K = {q € R* | V1 < i <d, ¢ > 0}.

Si d = 1, alors pg(x) = max(z,0) =: 2. Pour montrer cela, nous utilisons
comme précédemment la caractérisation . Le point p = 7 € K est la projection
de z sur K si

Vge K, (z—plp—q) = (x—aT)(a" —q) > 0.

Or,siz > 0,onaz—x" = 0 de sorte que I'inégalité est vraie. Siz < 0, z—2" < 0 et
xT — ¢ < 0, de sorte que I'inégalité est aussi vraie. De maniére générale, nous avons
la proposition suivante :

Proposition 36. Soit K = {q € R? | V1 < i <d,q >0} et x € R%. Alors,

pr(z) = (zF,...,z}).
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Ezemple 9. Soit K =Ky x ... x Ky C R? ou les K; € R% sont des convexes fermés
non vides et ot d = di + ... + dy. Alors,

Ty yeeny, Ty )= 1)y x
pr( 71 ¢ ) = (PK, (71) prc, (7))
€R41 cR%

Ezemple 10. Soit K = {x € R? | ||z|| < 1} oil ||-]| est la norme euclidienne. Alors,

x silzf| <1
pr(z)q . )

<= sinon
[l

Le cas ot x € K est évident ; supposons donc que z ¢ K et posons p := x/||z|.
Alors,

Vg€ K,z —plp— q) = <||371H_1> (elp—q)

Or, par Cauchy-Scharwz et en utilisant (x|p) = ||z||, (x[p — ¢) > ||z|| — ||=|| ||¢]| > 0.
Par la caractérisation (6.3)) on obtient comme souhaité px(z) = p.

6.2 Condition d’optimalité pour ’optimisation sous
contraintes

6.2.1 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité

Dans cette partie, nous démontrons plusieurs CNS d’optimalité pour 'optimisa-
tion sous contraintes.

A nouveau, x* peut minimiser une fonction f sur un compact K alors que
V f(z*) # 0!. Pour écrire des algorithmes d’optimisation corrects, nous devons
quelle est la bonne condition nécessaire et suffisante d’optimalité.

Théoréme 37. Soit K C R% un convexe fermé non vide et f € CY(R?) une
fonction convexe. Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) x* € argming f
(i) Yy € K, (z* —y| — Vf(2*)) > 0 (formulation variationnelle)
(i) 3t >0, Vy € K,px(2* — 7V f(2*)) = 2* (formulation géométrique)
(iv) V7 >0, Yy € K,pg(z* — 7V f(z*)) = z*

Remarque 18. Ce théoréme ne dit rien de I'existence ni ce 'unicité, il permet
seulement de caractériser I'optimalité d’un point pour un probléme d’optimi-
sation sous contraintes.

Démonstration. (ii) = (i) : Par convexité de f, on sait que

vy €RY fy) = f(a) + (y — "V f (")),
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Or, si y € K, alors (z* — y| — Vf(2*)) > 0 par hypothése, de sorte que

Yy e RY, fly) > f(z¥),

i.e. * est le minimum de f sur K.

(i) = (i) : Soit y € K et yp = (1 — t)z* + ty pour t € [0, 1]. Par convexité de
K,y € K pour tout t € [0, 1]. De plus, comme z* est un minimiseur de f sur K, on
a f(yt) = f(z”), ce qui implique

fla® +t(y —a%)) — f(z")

VO <t <1, ;

> 0.

En passant a la limite ¢ — 0,¢ > 0, on obtient (V f(z*)|y — 2*) > 0.
(iv) <= (ili) <= (ii). Soit ¢ > 0. Par caractérisation de la projection du point
x =" — 7V f(z*)) sur le convexe fermé K, on a

pr(x* =7V f(z")) =2 <= Vy € K,{((z" —7Vf(z¥)) —z|z" —y) >0
= Vy € K, (-Vf()|z"—y) >0,

ol on a utilisé 7 > 0 pour obtenir la deuxiéme équivalence. O

Exemple 11. Soit K = ]Rfl|r C R?. On a démontré précédemment que la projection
d’un point x sur K est donnée par

pi(x) = (max(x1,0),...,max(x4,0)).
Soit f € C*(R?) une fonction convexe. Combiné au théoréme précédent, on obtient

e argm}}nf <=Vt >0, pg(z* —tVf(z¥)) =",

<=Vt > 0, Vi, max (xf - tgf(x*), 0) =]
€i
< Vi, Vt > 0, max | x; —tg(:v ),0) =z

On vérifie alors que cette propriété est équivalente &

of .

{861' = sizy >0
of ok
De; >0 siz; =0.

6.2.2 Algorithme du gradient projeté

Définition 19. Soit f € C'(RY) et K C R? un ensemble convexe fermé non
vide. L’algorithme du gradient projeté a pas constant 7 > 0 est donné par :

g* D) = pp(a® — 7V £ (2R)) (6.4)
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Remarque 19. Cette méthode ne mérite le nom d’algorithme que lorsqu’on
sait calculer explicitement la projection sur I’ensemble K !

Théoréme 38. On suppose que f € C2(R?), et que
30 <m < M t.q. Ve e RY, mld < D%f(z) < MId. (6.5)

Alors la suite définie par (6.4) converge vers l'unique x* € argming f si le
pas T verifie
0<7<2m/M>2

On peut écrire 25t = F(z®) ou F(z) := pr(z — 7V f(x)). Si la suite 2
converge vers un point z € R?, alors en passant & la limite dans I’équation kD) —
F(z®)) et en utilisant la continuité de F, on déduit que

j:F(j):pK(j_Tj)7

de sorte que par le théoréme Z minimise f sur K. Il reste donc & démontrer que
la suite (%) définie par la récurrence (6.4) converge. Pour cela, nous appliquerons le
théoréme du point fixe contractant.

Théoréme 39 (Point fixe). Soit F : R — R? une application contractante,
c’est-a-dire qu’il existe k €]0,1[ tel que | F(z) — F(y)| < k||lz —y||. Alors :
(i) F admet un unique point fize x* ;
(ii) pour tout (0 € RY, la suite définie par D = F(z®) converge vers

x*.

Nous utiliserons également le lemme suivant.

Lemme 40. Soit f € C*(RY) vérifiant (6.5). Alors, Uapplication G : x
x — 1V f(x) vérifie

IG(2) = GW)II* < (1 —2rm + M?7%) ||z — y|*

Démonstration. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a I’application
h(t) = Vf(xt), avec 7y = x +tv et v =y — x, ce qui donne

1
b(1) = h(0) = V£(s) = V(@) = [ D*faut
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On en déduit que
2

1
IVf(y) — V@)]*= /0 D? f(x¢)vdt

1
< [ 1ol ar
1
< [ 102 sl ol a

< M?Jol?,

ou l'on utilise que pour une matrice symétrique la norme matricielle induite par le
produit scalaire est égale au maximum des valeurs absolues des valeurs propres,qui
est ici majoré par M. De plus, comme D?f(z) > mId pour tout z € RY,

1
IVF () - V@)l z—y = /0 D2 f(a)udt]o)

1
= / (D? f(2¢)v|v)dt
0
2
> m |l
Ainsi, pour tout z,y € RY,

IG(z) = GW)|I* = |z —y — 7(Vf(z) = V()
= ||z —y|* = 2r(x — y|V f(x) = V() + 7 |V () = V()]
< (1=2rm+ M?*7%) ||z — y|°
O
Démonstration du théorémel38. On pose F(z) = px(G(z)) on G(z) = 2 — 7V f(x),
de sorte que z(F*+1) = F(x(k)). En utilisant que la projection px est 1-Lipschitzienne,
on a
[1F(x) = F(y)l = Ipx (G(2)) — pr (GW))I| < [|G(z) = G(y)] -

En combinant avec le lemme précédent, on trouve
2 2 2
IF(z) = F(y)|I* < |G(2) = G)|I” < (1= 2rm + M7?) ||lz —y]|*.
Cette application est contractante si
1—2rm+ M?7? <1 <= 7(M*1 — 2m),

ce qui est vrai si 7 > 0 et 7 < 2m/M?2. Par le théoréme du point fixe, on en déduit
que dans ce cas 'application F' posséde un unique point fixe. Par le théoréme [37] on
sait qu'un point & minimise f sur K si et seulement si F'(z) = Z. On déduit de ce
qui précéde que le probléme de minimisation ming f posséde une seule solution x*,
qui est I'unique point fixe de F'. Par le (ii) du théoréme du point fixe, la suite z(k)
définie par ) = F(z(*)) converge vers z*. O



Chapitre 7

Optimisation avec contraintes
d’inégalités

Dans ce chapitre on s’intéresse & des problémes d’optimisation ming f ou l'en-
semble de contraintes K est défini par des inégalités : étant données des fonctions
convexes ¢y, ..., cp € CH(RY), on définit I'ensemble K

K={zeR?|ci(z) <0,...,co(zx) <0}

On appelle chacune des fonctions cy, ..., ¢, une contrainte du probléme et on note
souvent le probléme par

P = min T
c1(2)<0,...,¢¢(2)<0 /@)

Lemme 41. Si les fonctions ci,...,co : R* — R sont continues et convezes,
alors lensemble K = {x € R | V1 <i < ¥, ¢;(z) < 0} est fermé et convere.

Démonstration. Montrons d’abord que K est fermé : soit (z,,), une suite d’éléments
de K convergent vers une limite z. Par hypothése, comme z,, € K, ¢;(x,) < 0. En
passant a la limite n — +oo et en utilisant la continuité de ¢; on en déduit que
ci(z) < 0. Ainsi z appartient a K, et K est donc fermé.
On montre maintenant la convexité de K. Soient z,y € K et z; = (1 — t)x + ty.
Comme z,y € K, on a pour tout i, ¢;(z) <0 et ¢;(y) < 0. Pour ¢t € [0,1] on a donc
ci(z) < (1 —t)ei(z) +teiy) <0,

de sorte que z; € K. Ceci démontre que K est convexe. ]

Ezemple 12 (Simplexe). Considérons I’ensemble K définit par

K= xeRd]Vi,a:izOet inzl ,
1<i<d

39
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qui décrit ’ensemble des mesures de probabilités supportés sur {1,...,d}. On peut
écrire cet ensemble sous la forme ci-dessus avec

a(z) =—x1,...,cq(x) = —xg,c441(x) = Z x; — 1, cqra(z) = —( Z x; —1).

1<i<d 1<i<d

7.1 Méthode de pénalisation

L’idée de cette méthode est d’approcher le probléme d’optimisation avec contraintes
ming f ot K = {x | Vi, ¢;(x) < 0} par un probléme d’optimisation sans contraintes
minga fo ot f. est la somme de f et de termes qui “explosent” lorsque ¢;(x) > 0.
Précisément, pour € > 0 on pose

z€R4

l
P. := min f.(z) ou f.(x) := f(x) + éZmax(ci(:U),O)?
i=1

Dans cette formulation du probléme, les points z € R tels que ¢;(x) > 0 sont
pénalisés au sens oul si € est trés petit, %max(ci(:ﬂ), O)2 peut étre trés grand, ce qui
dissuade le choix de ce point dans le probléme d’optimisation. Lorsque € — 0, les
points vérifiants sont “infiniment pénalisés” et deviennent en fait interdits :

g .

1 0 (2) <0

Vx € Rd, lim — max(c;(x), 0)2 _ S? ci(z) <
e0e i=1 +o00  sinon

Cette intuition est précisée par la proposition suivante.

Proposition 42. Supposons que f € C°(RY) est strictement convexe et vérifie
lim”x”*)Jroo f(l') = 4o00. Alors :
(i) Les problémes P et P. (pour € > 0) admettent chacun un unique mini-
miseur, noté ¥ et x}.
(i1) lim._ o z% = x*.

Démonstration. (i) L’existence d’une solution au probléme d’optimisation sans contrainte
P. se déduit du fait que f. est continue et que

lim  fu(z)> lm f(x) = +oo,
llz[|[—+o0 l|z]|—-+o0

tandis que ’existence de solution au probléme avec contraintes P se déduit de ce que
lim | — 400 f(7) = +00 et que K est fermé (Lemme . Pour I'unicité de la solution
au probléme P, il suffit de remarquer que f est strictement convexe (hypothése) et
que K est convexe (Lemme . Enfin, pour l'unicité de la solution au probléme
P. il faut montrer que f. est strictement convexe. Soient x,y € R? t € [0,1] et
xy = (1 —t)x + ty. Alors,

ci(z) < (1 —t)ei(x) +tei(y)
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de sorte que
max(c;(x¢),0) < max((1—1t)c(x)+tei(y),0) < (1—t)max(c(x),0)+tmax(c;i(y),0).

Ainsi, en utilisant la convexité de r € R — r2, on a

max(c;(x),0)% < [(1 — ¢) max(ci(x), 0) + t max(¢; (), 0)]?
<

(1 — t)max(c;(z),0)? + t max(c;(y), 0)?
On en déduit que les fonctions = +— max(c;(x),0)? sont convexes, et f. est donc
strictement convexe comme combinaison linéaire & coefficients positifs de fonctions

convexes et d’une fonction strictement convexe.
(i) Soit z* € K le minimiseur de P. Alors, comme ¢;(z*) < 0, on a

L
P < L) = @)+ 2 Y max(e(e), 0 = f7) = P
=1

Ainsi,

* 1 *
P.= f(z})+ - > max(ci(x}),0)* < P,
1<i<t

Comme lim | —4o0 f(7) = +00, la fonction f est minorée, par exemple f > m € R.
On déduit donc que
. 1 * 2 1 * 2 *
Vie{l,...,0}, —max(c(zk),0)” < - Z max(cj(z}),0)" < P — f(z) < P —m,
€ €
1<j<¢

ou encore
max(c;(x}),0)? < e(P —m).

Soit  une valeur d’adhérence de la suite x} lorsque ¢ — 0. Alors, par continuité,
max(c;(Z),0)? <0,
ce qui montre que & € K. De plus, pour tout € > 0,
f(ze) < P. <P,

de sorte que f(Z) < P. On en déduit que Z minimise f sur K, soit z = z*. Pour
conclure, on remarque que la suite (z}) est bornée et admet une unique valeur d’adhé-
rence, de sorte que lim._,¢ z} = z*. O

Lemme 43. Soit p : t € R — max(t,0)2. Alors p € CY(R) et p'(t) =
2max(t,0)
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Démonstration. Comme p(t) = O(t?), p est différentiable en zéro et p/(0) = 0.
D’autre part, sur R* | p(t) = 2 et p/(t) = 2t, et sur R*, p(t) = 0, soit p'(t) = 0.
Ainsi,

0 sit<O0
pPt)=<0 sit=0
2t sit>0
Ainsi, p/(t) est continue et p(t) = 2max(t,0). O

Proposition 44. Supposons que f € C*(R?) est strictement conveze. Alors,

xl € argmm fe<=Vf(x Zmax (ci(x2),0)Vei(x) = 0. (7.1)

Démonstration. Nous avons déja démontré que f. est strictement convexe, et f. €
C 1(]R“l) par le lemme précédente, de sorte que par caractérisation de ’optimalité dans
le probléme d’optimisation sans contrainte Px,

xl € argr%idnfe <= Vf.(z)=0.

D’autre part, en utilisant la fonction p introduite dans le lemme précédent on peut
écrire

1
fola) = fa) + = 3 pleita),
1<i<t
soit 9
Vie(z) = Vf(z) + - > V(@) Vei(x)
1<i<e
)+ — Zmax ¢i(z),0)Ve;(x)

On en déduit I’équivalence annoncée. ]

7.2 Théoréme de Karush-Kush-Tucker

L’objet du reste de ce chapitre est d’énoncer et de démontrer le théoréme de
Karush-Kush-Tucker. Ce théoréme permet de donner une condition nécessaire et
suffisante d’optimalité pour les problémes d’optimisation avec contraintes d’inégalité.
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Théoréme 45 (Karush-Kush-Tucker). Soient f,c; : R* — R vérifiant :
— feC'RY) conveze;
— ci(x) = (ai|x) — b; pour Vi e {1,...,¢};

et soit

K={zeR?|Vie{l,...,0}, ¢;(x) <0}
Alors,

—Vf(a*) = Yty AiVei(z*)

e K
z* € argmin f < I\ e R’ t.q. N .
K Ai >0 Vie{l,..., 0}
)\16@(1'*) =0 Vi € {1,...,6}

Remarque 20. Par analogie avec le théoréme des extrémas liés, le vecteur A
apparaissant dans ce théoréme est souvent appelé multiplicateur de Lagrange.

Remarque 21. Les quatres conditions apparaissant dans ce théoréme ont un
nom :
— la premiére condition (—V f(z*) = ...) est appelée condition d’équilibre ;
— la deuxiéme (z* € K) est I’admissibilité du point x;
— la troisiéme (\; > 0) est I’admissibilité du multiplicateur de Lagrange \;
— et la quatriéme (\;c;(z)) est la condition de complémentarité.
Il est important de n’oublier aucune de ces quatre conditions lorsqu’on ap-
plique le théoréme de Karush-Kuhn-Tucker (souvent abrégé KKT).

Nous commencons pas démontrer le sens direct de ce théoréme, en utilisant la
méthode de pénalisation, et plus précisément en passant a la limite dans ’équation
d’optimalité du probléme pénalisé (7.1).

Démonstration du sens direct (=) du théoréme[{7. Soit z* un minimiseur de f sur
K. On commence la démonstration en supposant que f est strictement convexe, et
on montrera comment en déduire le cas général. Soit ey = % et zy =z, le
minimiseur du probléme pénalisé P :

Ty € arg mmf Zmax ci(z),0)2.
Par la condition d’optimalité (7.1) pour le probléme P, a7} vérifie

Vixy) + — Zmax ci(xn),0)Vei(zy) = 0.

=1
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Soit I 'ensemble des i € {1,...,¢} tels que ¢;(z*) < 0. Par la proposition Ty
converge vers x*, de sorte qu’il existe Ny tel que

VN > Ny, Vi € 1, CZ(.CC?V) < 0.

Ainsi, pour N > Ny, et en utilisant Ve;(27) = a; (car ¢i(x) = (z|a;) — b;),

l
V() = fv S max(e (), 0) Ve (k)
i=1

2

= Zmax(ci(a:}‘\;), 0)a;
N iar

eC

ot C' est I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients positifs des (a;);gr, que
I’on peut écrire

C:=¢ > XNai| \eR{ tqVie I,A\;=0
1<i<N

Comme l'ensemble C' est fermé (lemme [46)), en utilisant la continuité de Vf (f €
CL(RY)) et limy_, 400 ¥ = 2, on en déduit que

V(") e C.

Ainsi, il existe A\ € ]Rf tel que
—Vf(l'*) = Z )\iai = Z /\iVCi(.CIZ*),

qui par définition de I’ensemble C' vérifie en outre Vi € I, \; = 0. Ainsi, si i € I,
ci(z*)\i =0, et sii & I, ¢;(z*) = 0 et on a aussi ¢;(z*)\; = 0.
Pour finir, nous avions supposé que la fonction f était strictement convexe. Si
) r3 %112 . 3
ga n’est pas le cas, on remplace f par f(x) = f(z) + ||z — z*||*. La fonction f est
strictement convexe (somme de convexe et strictement convexe) et a aussi * pour
minimiseur. On peut donc lui appliquer la démonstration précédente : il existe A € R
vérifiant

—Vf(x*) = 219‘36 AiVei(z™)

e K
A >0 Vie {l,...,0)
)\zCZ(SL‘) =0 Vi € {1,...,£}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que Vf(z*) = V.f(z*). O
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Lemme 46. Soit aj,...,ap € R? et I C {1,...,0}. Alors I’ensemble C défini
ci-dessous est fermé :

C .= Z)‘lal|>\€Rﬁ-
1<i<1

Démonstration. Supposons d’abord que les (a;);=1....; sont linéament indépendants.
Soit v, = ), ; Aa; une suite d’éléments de C' convergeant vers une limite v € R,
Alors il est clair que chaque suite (A}') converge dans Ry vers une limite A; > 0
puisque les vecteurs (a;);=1,... ; forment une base de I’espace qu’ils engendrent. On a
donc v = Eﬁzl Aia; € C. Si les vecteurs (a;)i=1,... ; sont linéairement dépendants, il
existe une relation de la forme Zé:l wia; = 0 et on peut supposer que I'un au moins
des coefficients pu; est strictement positif. On peut aussi écrire

l
) Ai
v = Z(Al +tui)a;, t=min ( — M')
i=1 v

tel que tous les \; 4 tu; sont positifs sauf au moins un qui est nul Jig A\;, + tpi, = 0.
Ce raisonnement montre que

l l
C:U Z)\iai‘/\iZO;Vi

i=1 | izio

11 suffit de répéter 'argument jusqu’au point oil le céne C est exprimé comme 'union
finie de cones associés a des vecteurs a;, qui sont linéairement indépendants et donc
fermés, de la maniére décrite dans la premiére partie de 'argument.

O]

Démonstration du sens indirect (<=) du théoreme [{7. Soit z* € R et A € R? véri-
fiant les quatre conditions du théorémes. Comme la fonction f est convexe,

Vo € RY, f(x) > f(z*) + (x — ¥V f(2¥))

¢ (7.2)
= fla*) =Y Nife — 2*|Vei(2h),
i=1
ot 'on a utilisé la condition d’équilibre (—V f(z*) = ...) pour obtenir I’égalité de la

deuxiéme ligne. Comme la contrainte ¢; est convexe (car ¢;(z) = (x|a;) — b;), on a
Vo € RY, ¢i(x) > ci(a”) + (x — 2*|Vei(ah),

soit
Ve e RY, —(x — a*|Vei(x")) > ci(a®) — ¢(x), (7.3)
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En combinant les inégalités (7.2)) et (7.3)), et en utilisant & nouveau la condition
d’admissibilité de A (A; > 0), on en déduit
1
Vo € R, f(z) > f(z*) + ZAi(Ci(l‘*) —ci(x)).

=1

Par la condition de complémentarité (A;c;(z*) = 0), on a

V4
Vo € R, f(x) > f(a*) = D Nici(x).
=1

Si z € K, alors ¢i(x) < 0. En combinant avec la condition d’admissibilité de A
(Ai > 0), on obtient \;¢;(z) < 0, ce qui donne finalement
Ve e K, f(x) > f(z7).

Le point z* est dans K (par la condition d’admissibilité) et f(z*) < f(x) pour tout
autre x € K : ceci montre bien que z* € argming f. O

7.2.1 Théoréme de Karush-Kush-Tucker : le cas général

Définition 20. Soit z € K. L’ensemble A(z) = {i € {0,---,1}, ¢;(z) = 0}
est appelé 'ensemble des contraintes actives en .

Définition 21. On dit que les contraintes ¢;(z) < 0 sont qualifiées en x € K
si et seulement si il existe une direction v € R? telle que I’on ait pour tout
i€ A(x)

ou bien (Ve;(x)|v) < 0
ou bien (Ve;(z)|v) = 0 et ¢; est affine.

On a alors la version suivante du théoréme KKT
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Théoréme 47 (Karush-Kush-Tucker). Soient f,c; : R? — R wvérifiant :
— feC'RY) conveze;
— ci(x) € CL(RY) conveze pour Vi € {1,...,0};

et soit

K={zecR?|Vie{l,...,0}, ¢(z) <0}

Soit * un minimiseur de f sur K. Supposons que les contraintes sotent qua-
lifiées en x* au sens de la définition[21. Alors,

~Vf(@*) = Yiy MiVei(a®)

*e K
z* € argmin f < IN e R’ t.q. vs .
K A >0 Vie{l,...,0)

Démonstration. On donnera juste la démonstration du sens direct du théoréme.
Considérons ’ensemble

K(2*) = {v e R | (Vei(2*)|v) < 0Vi € A(z*)}

. Soit ¥ une direction admissible satisfaisant v € K(z*) et un réel § > 0. Nous

allons montrer que z* + ¢(v + 6v) € K pour tout réel € > 0 assez petit. Il faut

examiner trois cas

(C1) Sii ¢ A(x*), on ¢i(z*) < 0 et ¢i(z* 4+ e(v + 60)) < 0 par continuité si € est
assez petit ;

(C2) Sii e A(z*) et (Vei(z*)|v) <0, alors

ci(ze + (v +00)) = ¢i(x4) + e(Vei(x4), v + 60) + o(e)
=04 e (Vei(zy),v) +e0 (Vei(zy), v) +o(e)

J/

<0 <0

< 0 pour ¢ assez petit ;
(C3) Enfin, sii € A(z*) et (Vei(x*)|v) = 0 alors ¢; est affine et

ci(zs +e(v+00)) = ¢i(xy) + e(Vei(zy), v + 00)
=e(Vei(zy),v) <0.

Finalement, si * est un minimum de f sur K, on a

fzs +e(v +00)) = f(2)
9

>0
et en passant a la limite pour € — 0 on obtient
(Vf(z")|v+00) >0, Vv e K(z*), V6 > 0.

Ceci implique que (V f(z*)|v) > 0 Vv € K(z*) et on termine la démonstration grace
au Lemme de Farkas ci-dessous. O
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Lemme 48 (de Farkas). Soient ay,--- ,a; des éléments firés de RY. On consi-
dere les ensembles

C = {v eR?| (a;v) >0, Vi},
et

C = ZAiai’)\ERﬁ_
1<i<N

Alors pour tout p € R on a

(plv) >0, Vv € Csi et seulement sip € C.
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Optimisation — M2 MSV 2024/2025 — Université Paris-Saclay

[. Pour commencer
Motivation On s’intéresse a la minimisation sur Q = RY de fonction de la forme
1
fz) = 5(»”6!6233) + (b]z) (1)

ot Q € My (R) est une matrice symétrique définie positive et b € RY est un vecteur. Ces fonction
apparaissent dans de nombreuses applications, et notamment dans la méthode des moindres
carrés. On rappelle les définitions suivantes:

(i) Une matrice symétrique @ est dite positive (ce qu’on note @ > 0) si et seulement Va €
RN, (z|Qw) > 0.

(ii) Q est dite définie positive si Vz € RN\ {0}, (z|Qz) > 0.

. . . A0
Exercice 0. Exemple explicite. On considére () = (01 \ ), b= (0,0).
2
1. Montrer que si la fonction f définie par (1) est convexe, alors A1, A2 > 0.
2. Montrer que f est minorée si et seulement si Ai, Ao > 0.
3. Montrer que x = (0,0) est un point critique de f (i.e. Vf(z*) = 0) mais que c’est un
minimiseur global si et seulement si Ay, Ay > 0.

Exercice 1. Convexité. Dans cet premier exercice, nous étudions la convexité de f. On suppose
que @ est symétrique, mais pas nécessairement positive.
1. Montrer que f(z) = 3 doi<ijen QiTiti + D1 <ien biwi, Vf(2) = Qu+bet D?f(x) = Q.
2. En déduire que f est convexe si et seulement si () est positive (on pourra utiliser la carac-
térisation de la convexité utilisant V f).
3. Démontrer les égalités suivantes (on utilisera la symétrie de Q):

£ =0+ 1) — (= 0@~ £0) = ~ oD 1Qeia) — Dy + 11 - 1) (Qely)
=006 gl -

En déduire que f est strictement convexe si et seulement si () est définie positive.
4. Soit ) une matrice définie positive.

(a) Montrer que la fonction gg : = — (z|Qx) atteint son minimum m sur ’ensemble
K = {x ¢ RV | ||lz|| = 1}, puis que m > 0.

(b) En déduire que Yz € K, (z|Qz) > m, puis que Vz € R?, (z|Qz) > m ||z|*.

(c) Démontrer que la fonction f admet un minimiseur sur RY.

Dans les exercices 2 et 3, on suppose que @) est symétrique définie positive

Exercice 2. Caractérisation du minimiseur. Montrer que f admet un unique minimiseur «* sur
R, caractérisé par équation Qz* +b = 0.



Exercice 3. Descente de gradient & pas optimal. On considére ’algorithme de descente de
gradient & pas optimal pour une fonction f. Les itérées (Ji(k)) k>0 de cet algorithmes sont définies
de maniére itérative par (0 € RY puis:

dk) = —Vf(x(k))
t®) = arg mingep f(z®) + td®)
2D = (k) 4 (k) q(k)

La deuxiéme ligne signifie que t(¥) est le minimiseur de ¢ — f(z*) +td®)). On s’intéresse au cas
f(a) = 3(Qu|z) + (blz).
1. Soit # € RY et v € RN et g : R — R défini par g(t) = f(z + tv).

(i) Montrer que g est un polynéme de degré 2 dont le coefficient dominant est > 0.
(ii) Donner I'expression de I'unique minimiseur t* de t € R — f(x + tv).

2. En déduire que les itérées de la méthode de descente de gradient a pas optimal vérifient

d®) = —(Qz™® +b)
d(k)|q(k)

%) = ogay

k1) = (k) 4 4(k) g(k)

Exercice 4. Application aur moindres carrés. Dans cette question, on s’intéresse au probléme
de minimisation suivant, )
. 2
Jnin o ||z —y||",
ol A est une matrice de taille M x N.
1. Démontrer que f(z) = 3 ||Az —y|® = HQz|z) + (b|z) + ¢, ot Q € My(R), b € RY et
¢ € R sont & déterminer.
2. En déduire I'expression de V f(x) et D2 f(x) en fonction de A et y.
3. Montrer que Q est symétrique, Q = 0, et que z* € argmin f si et seulement si AT Az* =
ATy, ou AT est la transposée de A.
4. On suppose que A est injective (i.e. son noyau est réduit a 0). Démontrer que @ est définie
positive, puis que le probléme d’optimisation admet une unique solution x*.

II. Régression logistique

On étudie les aspects numériques de la régression logistique, un outil trés utilisé pour des
taches de classification de données. On considére un jeu de données constitué de points z, € R?,
a € A=1{1,...,n}, que I'on suppose regroupés en deux catégories disjointes A = Ay A;. On
posera Yy, = 0sia € Ag et y, = 1 si a € Ay. L’objectif de la classification supervisée est de
construire une fonction u : R — R permettant d’estimer la catégorie d’un point: on souhaite
que u(xy) ~ y, pour tout a € A. Dans la régression logistique, on cherchera une fonction de la
forme! u,(z) = o({(w|z)) ott w € R? est un vecteur et ott o : t € R — €' /(14 €?) est la sigmoide.

Les fonctions de la forme 2 — ., () sont bien adaptées pour approcher nos données (a, ¥a)aca 0t ya € {0,1},
car elles vérifient automatiquement u., (z) € ]0,1[ (au contraire des polynoémes, qui, lorsqu’ils sont non constant
sont aussi non-bornés!).



Probléme d’optimisation Informellement, le probléeme de régression logistique consiste &
trouver w € R? tel que pour tout a € A, o({(w|z,)) =~ yo. On le formalise par le probléme
d’optimisation suivant, d’inconnue w € R%:

o
—log(1 — o({w|xg)) si a € Ag (2)
ou F a w e a e
%f ’ H t falw) = {—log(a(<w\aza>)) sia€ A

En pratique, une fois trouvé le minimiseur w* de (2), on a fini la phase d’apprentissage, et on
pourra utiliser u* := wuy,+ pour estimer la catégorie de points ne faisant pas partie du jeu de
données. La figure 1 représente un exemple de données (x4)qec4 et la fonction u* reconstruite.
Q0. Montrer que o(t) € ]0,1[ pour tout t € R, limy,_0o(t) = 0 et limy,co(t) = 1, et
interpréter le probléme d’optimisation (2) lorsque v = 0.

1 Etude théorique du probléme régularisé (v > 0)

1.1 Existence et unicité

Q1.[Existence de solutions| Montrer que dans (2), f, > 0 pour tout a € A. En déduire que
F(w) > 3 |wl|/?, puis que F admet un minimiseur sur R%.

Q2.|Convexité et unicité|
1. Soit g : R — R convexe et x € RY. Montrer que f : w € R? = g({w|x)) est convexe.
2. Soit g : t — —log(1 — o(t)). Montrer que o'(t) = o(t)(1 — o(t)), en déduire que ¢"(t) > 0,
que g est convexe et que pour tout a € Ay, f, est convexe.
(On montrerait de méme que f, est convere Ya € Ay)
3. En déduire que F est y-fortement convexe (et que : Yw € R, D2F(w) = ~1d.)
4. Démontrer que le minimiseur de F sur R? est unique.
On notera désormais w* I'unique minimiseur de F'.

1.2 Calcul du gradient et de la hessienne

Q3.|Calcul du gradient| Montrer que

V fa(w) = (0((w|za)) — ya)a
VE(w) = > (0((wlxa)) — ya)a + w0, (3)

acA
ou 'on rappelle que y, = 0sia € Ay, y, = 1sia € Ay et o'(t) = o(t)(1 — o (t)).

Q4.[Calcul de la Hessienne|
1. Soit z € R? un vecteur colonne. Montrer que A = zzT est une matrice carrée symétrique
positive dont les entrées sont (zz1);; = 225, et que (Av|v) = (z|v)2.
2. Soit (z,9) € RY x R, et G(w) := (o((w|z)) — y)x. Montrer que

95 (w) = o((wla))(1 - o (wlz))aia;

Vi el ..d, o
J




ott 'on a noté G;(w) la iéme coordonnée de G(w). En déduire que

D*fo(w) = o({wlza))(1 = o({wlza)))zatq,

D*F(w) =) o((wlwa))(1 = o((w]za))zazy +7la. (4)
acA

Q5.[Convergence de la descente de gradient]
1. Montrer que, pour w(® € R%, I'ensemble S = {w € R? | F(w) < F(w®)} est compact.
2. En utilisant(4), montrer que pour tout v € R?,

(D fa(w)vlv) < llzall® [0l

En déduire que pour tout w € RY, (D2F (w)v|v) < M |jv||*, ou

M = (Z Hxa\l2> + -

acA

3. Déduire de ce qui précéde que Yw € RY, 4Id < D?F(w) < MId.
4. En conclure que les itérées de l'algorithme de descente de gradient & pas optimal (resp.
avec backtracking d’Armijo) convergent vers w*.

2 Etude théorique du probléme non régularisé (y = 0)

On suppose dorénavant que v = 0. Il n’est alors plus évident que F' est strictement convexe ni
méme qu’elle tend vers +oo lorsque ||w|| — +o00. On doit donc rajouter une hypothése sur les
points (24)eea. Dans la suite, on I'’hypothése que tout point de R? peut étre écrit comme une
combinaison linéaire & coefficients positifs des points (z4)qec4,:

Vw € RY, 3(Aa)aca, td Ao = 0 et w = AaZa (5)
a€Ap

On pose C = F(w®) ou w® € R? et § = {w € R? | F(w) < C}. Pour montrer que le minimum
dans (2) est atteint, il suffit donc de démontrer que S est compact.

Q7.|Existence]
1. En utilisant la positivité des f,, démontrer que si w € S, alors f,(w) < C. En déduire que

1
Ya € Ao,—log <1_|._6<U)|xa>> < C

En utilisant la décroissance de — log, en déduire que Va € Ag, (w|z,) < C.
2. (**) Montrer que I’hypothése (5) implique que

i > 0. 6
niny max (w|za) (6)

Indication: Poser ¢p(w) = maxgeca,(W|Tq), qui est continue, et raisonner par l'absurde.
Montrer que si (6) est fausse, alors il eviste w* € R? tel que ||w*|| = 1 et ¢(w*) < 0. En
utilisant (5), écrire w* =Y, Ajxy ou N\; > 0. Démontrer qu’alors (w*|w*) <0, conclure.
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Figure 1: Les points (24)acA, sont représentés par des carrés, les points (z4)qec4, par des disques.
On trace par dessus des lignes de niveau de la fonction uy+ : z — (x|w*) ot w* minimise (2).

3. Déduire de (6) qu'il existe £ > 0 tel que Yw € R? Ja € A, (w|zy) > & ||Jw]| .

4. Conclure que S C {w € R? | ||w|| < C/k} est compact, puis que F' admet un minimiseur.
Q8.[Forte convexité, D?F > 0] En utilisant la formule (4) et I'’hypothése (5), démontrer que
D?F(w) est symétrique définie positive en tout point w € RY.

Q9.[Convergence| En déduire la convergence de la méthode de descente de gradient avec re-
broussement d’Armijo.

[II. Projection sur un convexe

Le but ici est d’utiliser les théorémes du cours (notamment le théoréme de projection sur
un convexe fermé) pour calculer des projections et écrire des conditions d’optimalité pour des
problémes d’optimisation sous contrainte.

3 Projection sur un demi-espace

Q1. Soit v € R™ non nul et soit pose K = {z € R" | (v|x) < 0}. Démontrer que la projection
d’un point y sur K est donnée par la formule

y si (vly) <0
pr(y) = v .
Yy — (U\y)w sinon

4 Minimisation avec contrainte de borne inférieure

Dans cette partie, on se donne K = {z € R" | Vi € {1,...,n},x; > fi} ou f € R™ est donné.
On s’intéresse au probléme de minimiser une fonction J € C!(R") sur K. Dans la suite, on note
e; le iéme vecteur de la base canonique de R™.

Q1. Montrer que pic(x) = (max(zs, f:))1<icn.
Q2. Soit J € C'(R") et x* € argming J.
1. Si o} > f;, démontrer que z. := z* + ce; appartient & K pour ¢ € [—eg,+00[ avec
g0 = x} — fi, puis que J(z;) > J(z*). En déduire que g—i(x*) =0.



2. Siz] = f;, démontrer que Ve > 0, z. = x*+ce; appartient & K. En déduire que g—i(w*) > 0.
Ainsi, 2* € argming J = VJ(2*) = A € R} ot A\j(z] — f;) = 0 pour tout i € {1,...,n}.
Q3. On suppose que J € CH(R™) est convexe. Soit Z € K vérifiant VJ(Z) = X € R et
Ai(%; — fi) = 0. Démontrer que Z € arg ming J.
Q4. Dans cette question on considére

1 n
J:zeR"— §Z($i+1 —l'i)2
=0
ol 'on pose par convention zg = xp4+1 = 0.
1. Calculer VJ(x).
2. En utilisant les questions Q2 et Q3, démontrer que

P =

i >

(Ti—1 + Ti1) sixi > fi

(Tic1 + Zip1) siz=f;

Kl

Kl

a‘cGargm}%nJ<:>E€Ket {

[T e

5 Minimisation sur le simplexe unité

On note A = {x € R} | > 1.,,, % = 1}, et on appelle cet ensemble A le simplexe unité.
Cet ensemble apparait naturellement dans de nombreux problémes d’optimisation appliqués aux
probabilités, en géométrie, ou en finance (allocation de portefeuilles: la contrainte x; > 0 dit
qu’on investit des sommes positives et la contrainte ) |, x; = 1 traduit la somme totale que I'on
souhaite investir). Dans cet exercice, on cherche a calculer la projection de y € R™ sur A, i.e.

. 2
— 7
min [z~ y| 7

Pour \ € R, on définit 2* € R™ par

22 = max(y; — A, 0).

A

Notre objectif est de démontrer que la solution de (7) est de la forme 2™ pour un certain \* € R.

Q1. Montrer que le probléme (7) admet une unique solution.

Q2. On pose g(A\) = Y. z}. Montrer que g(\) est continue, que limy, o g(\) = 400 et
limy_, 100 g(A) = 0. En déduire qu'il existe A* tel que g(A\*) = 1, puis que %" € A.

Q3. On va montrer que Z := 2~ est solution de (7). Pour alléger les notations, on pose A = \*.

1. Justifier qu’il suffit de démontrer que

VeeA, (y—zlz—2)= Y (i — %) (& —2) > 0.

1<i<n
2. Soit i € {1,...,n} tel que Z; > 0. Démontrer que Z; = y; — A puis que
(Yi — 2:)(Ti — 21) = MTi — i)
3. Soit ¢ € {1,...,n} tel que Z; = 0. Démontrer alors que y; < A puis que

(yi — 2:) (& — 2zi) > MTi — 2).



4. En déduire que (y — Z|Z — 2) > 0 (en se rappelant z,z € A), puis conclure: pa(y) = 2.

Q4. Soit B = {x € R" | 3, |z;] < 1} la boule unité pour la norme ¢!. On s’intéresse maintenant
a la projection d’un point y € R™ sur B.

1. Montrer que si y € R, alors pp(y) € R}
2. En déduire dans ce cas (y € RY), que siy ¢ B, pp(y) = pa(y).
3. Montrer que si y € R"™ \ B, et si l'on note y; = ;5; on § € R} et &; € {1}, alors

(pB(Y))i = €i(Pa(9))i-

IV. Application du théoreme KKT
Théoréme 1. Soit J € CH(R?) conveze, c;(x) = (a;|x) — b; pour 1 <i <k et soit
K={zeR!|Vie{l,...,k}, ¢(z) <0}
Alors,

=VJ(x*) =3 cicp, MiVei(z®)  (équilibre)

V1<i<k,c(x*) <0 dmissibilité d
z* € argmin J <= 3\ € RF, _Z,_ aile?) < (a mz.ssz.z.z.e ex) (8)
K Vi<i<k,X\>0 (admissibilité de \)
V1 <i<k Nci(z*)=0 (complémentarité)

Q1. On considére le probléme suivant en dimension d = 2, avec k = 2 contraintes:

J(x) = (z1 — 2)% + 2(z2 — 1)?
() =21 +4x2 — 3
(

co(r) = —x1 + 29

C1

1. En utilisant le théoréme 1, écrire le systéme d’équation et d’inéquations devant étre vérifié
par z* € R?, XA € R? pour garantir I'optimalité de z* € argming J.
2. Trouver toutes les solutions de ce systéme. Pour cela, on distinguera les cas:

()\1 = 0,)\2 = 0), (/\1 > 0, Ay = O), ()\1 =0, Ag > O), ()\1 > 0, Ag > O).

En déduire la valeur de x*.
Q2. On considére le probléme suivant en dimension d = 2, avec k = 2 contraintes:

J(x) = (a:l — 2)2 + 2(%2 — 1)2 + 5%1:1,‘2
c1(x)
co(x)

xr1 — 2$2

1. Montrer théoriquement que ce probléme a au moins une solution.
2. Ecrire le systéme d’équation et d’inéquations devant étre vérifié par z* € R, A € R? pour
garantir 'optimalité de x* € arg ming J.



3. Trouver toutes les solutions de ce systéme. Pour cela, on distinguera les cas:
(A1 =0,22=0), (M1 >0,A2=0), (A1 =0,A2>0), (A1 >0, >0).

En déduire la valeur de x*.
4. Déterminez la ou les solutions du probléme.
Q3. Dans la suite, pour tout vecteur z € R% on notera z > 0 ssi Vi,z; > 0, et x > ysiz—y > 0.
On se place dans les conditions du théoréme 1 et on note A la matrice dont les lignes sont
aiy,...,ax et b le vecteur colonne (by,...,bg).

1. Montrer que K = {z € R? | Az < b}.
2. Montrer que le théoréme KKT peut se reformuler par

~VJ(z*) = AT\
Az <b
z* € argmin J <= 3\ € R¥, v 9)
K A>0

V1 S ) S k,)\z(<a2|x*> - bz) =0

Q4. On considére K = {z € R | Az < bet Ex = f} ot A € My 4(R), E € My4(R). Montrer
que le théoreme KKT peut se reformuler par

~VJ(z*) = ATA+ ETy
Ar<bet Fx = f

A>0

V1 <i<k,N({(a;|x*) —b;) =0

x* e argml%nj — 3\, p) € RF x RY,

6 Démonstration du théoréme KKT pour une unique contrainte

Soit ¢ : RY — R une fonction convexe de classe C! et K = {z € R? | ¢(x) < 0}. L’objectif de ce
probléme est de montrer que

c(z*) <0
* . A>0
¥ € argmin J <= 3\ € R, (11)
K Ac(z*) =0

Q1. Montrons l'implication <= de (11).

1. Montrer que I'implication est vraie si A = 0.

2. On suppose A > 0, i.e. ¢(z*) = 0. Montrer que pour tout =z € K,
J(x*) +(VJ(z")|x — z¥)
c(z) —ce(z*) > (Ve(z™) |z — x¥).

3. Conclure que Vx € K, J(x) > J(x*), soit x* € argming J.



On suppose maintenant que c¢ vérifie 'hypothése suivante, appelée condition de qualification:
Vo € R ¢(x) = 0 = Ve(z) #0, (12)

et on considére les deux problémes d’optimisation, ot J est une fonction strictement convexe de
classe C! vérifiant hm||x||—>+oo J(z) = +oo:

1
P : min J(x) P. : min J.(x) ou J.(x) = J(z) + = max(c(z),0)?, (13)
z€K z€Rd €

Q2. Montrer que la condition (12) est vérifie pour ¢(z) = ||z[|* — 1. Quel est ensemble K?
Q3. Justifier 'existence et 'unicité du minimiseur z* (resp. x}) pour le probléme P (resp. F:).
Q4. Montrer que x} vérifie la condition d’optimalité

2
VJ(z%) + AVe(zZ) =0, ou A\. = R max(c(xe), 0). (14)

On admettra dans la suite qu’il existe une suite €; — 0 telle que lim,_g a:; = x*.

Q5. Dans cette question, on démontre I'implication = de (11):
1. On suppose ¢(z*) < 0. Montrer que ., = 0 pour 7 suffisamment grand, puis en utilisant
(14) que —VJ(z*) = 0 = AVe(z*) on A = 0.
2. On suppose maintenant que ¢(z*) = 0, soit par (12), —Ve(z*) # 0. Déduire de (14) que si
g; — 0, alors (A, ); est bornée. En déduire l'existence de A vérifiant (11).



