Exercices de colles 14 :

semaine du 22 janvier

Exercice 1 — (Isométrie)

Soit F' un sev d’un espace vectoriel euclidien E, et f € O(E) telle

que f(F) C F.

Montrer que f(F) = F et f(Ft)=F+

Exercice 2 — (Petits résultats)

Chaque question est indépendante.

1. Soit A symétrique réelle inversible et semblable & son inverse.
Montrer que tr(A2%) > n.

2. Soit E espace euclidien et x,y € E. Montrer que = et y sont
orthogonaux ssi VA € R, ||z + Ay|| > ||z||-

3. Soit A matrice carrée de taille n. Montrer que rg(ATA) =
rg(A)

Exercice 3 — (Matrice orthogonale)
Soit A une matrice réelle orthogonale.

n
Montrer que E a; ;| < n.
3,7=1

Exercice 4 — (Matrices colones)

Soit A une matrice carrée de taille n vérifiant :
VX e R JJAX]| < [|X]]

1. montrer que VX € R", |[|[ATX|| <||X||
2. Montrer que si AX = X alors ATX = X

3. Montrer que M,, 1(R) = Ker(A —1I,) ® Im(A - I,)

Exercice 5 — (Condition d’inversibilité)

Soit A une matrice réelle vérifiant

Do

Vie[1;n],a:,;>1

1. Montrer que VX € R™"\{0}, XTAX >0

2. En déduire que A est inversible.

Exercice 6 — (Fermés et ouverts)

Question préliminaire : Soient (X, d), (),d’) deux espaces
métriques, et f : X — ) une application continue. Montrer que
I'image d’un ouvert (de )) par f~! est un ouvert (de X).

Soit E =C([0,1],R)
OnposeA:{fEE; f(0)=0et fo dt>1}et0={f€
E: f(1) > 0}.

1. Démontrer que A est un fermé de (F, ||.||c0)-

2. Démontrer O est un ouvert de (F, |||« ), mais pas de (E, ||.||1)-
3. O, (R) et GL,(R) sont-ils des ouverts ? fermés ?
4

. Montrer de plus que O, (R) est borné. Que peut-on alors dire
sur O, (R).

Exercice 7 — (Rayon spectral)

Soit A € S,(R).
rayon spectral.
AX
On définit aussi |||A]|]| = [1AX]],
[1X ]2
sup {[|[AX[[2, X € M, 1 (R), [|X[]2 = 1}
1. Montrer que [||A||| existe.
2. Montrer que |||A]|| = p(4)

On note p(4) = max{|A|, A € Sp(A)} le

, X GMn,l(R),X#O} =

Exercice 8 — (Polynémes orthogonaut)

Soit £ = R,[X] muni de (P, Q) = f+oo Pt)Q(t)e tdt
1. Justifier que (.,.) est bien défini et que c’est un produit sca-
laire.

2. Soit F = {P € E,P(0) = 0} et (P,..., P,) Vorthonormalisé
de Schmidt de (1, ..., X™). Calculer P;(0)2.

3. Déterminer une base de F en l'exprimant & l’aide de
(P07"'7P71)'

4. En déduire d(1, Ft) et d(1, F).

Questions de cours

— Les boules de F sont des convexes de E.
— Les boules fermées sont des fermés.

— Si A symétique réelle et (X7, ...
de vecteurs propres de A associée & (Aq,...
n

> onxix]
=1

,Xp) une base orthonormée
,An), alors A =
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