
Exercices de colles 18 : semaine du 04 mars

Exercice 1 – (Exponentielle de matrice)

On définit l’exponentielle d’une matrice A de Mn(K) comme la
matrice, notée eA, ou bien exp(A), définie par

eA =
+∞∑
k=0

Ak

k!

On introduit, pour tout A ∈ Mn(K), l’application

fA : R → Mn(K), t 7→ fA(t) = etA

est de classe C1 sur R, avec

∀t ∈ R f ′
A(t) = AetA = etAA.

On se donne deux matrices A et B dans Mn(K). On suppose que
A et B commutent.

1. Montrer que les matrices A et eB commutent. On définit une
application

g : R → Mn(K)
t 7−→ et(A+B)e−tB

2. Montrer que l’application g, et l’application fA définie en pré-
ambule, sont solutions d’un même problème de Cauchy.

3. En déduire une démonstration de la relation

∀t ∈ R et(A+B) = etAetB (1)

Exercice 2 – (CVD et suite)

Soit d > 0. Soit g ∈ C0([0, d]) telle que g(0) ̸= 0
1. Rappeler la caractérisation séquentielle de la limite.

2. Construire une fonction gt continue par morceaux sur [0, +∞[,

bornée, telle que
∫ d

0
e−txg(x)dx = 1

t

∫ +∞

0
e−xgt(x)dx

3. Montrer que
∫ d

0
e−txg(x)dx ∼

t 7→+∞

g(0)
t

Exercice 3 – (Wronskien)

On considère sur ]0, +∞[ l’équation différentielle

(E) : ty′′ + (1 − 2t)y′ + (t − 1)y = 0

1. Vérifier que ϕ(t) = et est une solution de (E).
Si y1 et y2 sont deux solutions de (E), on définit le wronskien par

le déterminant w(t) =
∣∣∣∣y1(t) y2(t)
y′

1(t) y′
2(t)

∣∣∣∣
2. Déterminer une expression du wronskien w(t), de deux solu-

tions y1 et y2 de (E)
3. En déduire qu’il existe une solution de (E) indépendante de

ϕ et exprimer la solution générale de (E).

Exercice 4 – (Absolument !)

Soit n ∈ N.
1. Résoudre l’équation différentielle

y′′ + y = cos(nt)

2. Soit
∑

an une série absolument convergente. Résoudre l’équa-
tion différentielle

y′′ + y =
+∞∑
n=0

an cos(nt)

Exercice 5 – (Raccord)

On considère l’équation différentielle

(E) : ln(x)y′ + y

x
= 1

1. Résoudre (E) sur ]0, 1[ et sur ]1, +∞[.

Soit g la fonction définie sur ] − 1, +∞[\{0} par g(x) = ln(1 + x)
x

2. Montrer que g se prolonge sur ] − 1, +∞[ par une fonction de
classe C∞.

3. Démontrer que (E) admet une solution de classe C∞ sur
]0, +∞[.

Exercice 6 – (Où est l’équa diff ?)

Soit f une fonction réelle continue sur [0, 1] et λ un réel.
Trouver u, une fonction réelle continue sur [0, 1] telle que

u(x) = λ

∫ x

0
u(t)dt + f(x)
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